
付録B問題解答

B.1 (1) a + a = 1a + 1a = (1 + 1)a = 2a.

(2) 0a + 0a = (0 + 0)a = 0a．両辺に −(0a)を加えると 0a = 0．

(3) (1+(−1))a = 1a+(−1)a．ゆえに0a = a+(−1)a．(2)より0a = 0なので (−1)a = −a．

(4) λ(0+0) = λ0+ λ0．0+0 = 0なので λ0 = λ0+ λ0．両辺に−(λ0)を加えて 0 = λ0．

B.2 ベクトル空間の公理 (P.177∼178)の V を n次実正方行列全体の集合，KをRとする．また，

V の任意の元 a, bは任意の n次実正方行列 A, B と読み替えればよい．n次の零行列 Oは，

任意の行列 Aに対して A + O = Aとなるので，ベクトル空間では零ベクトルである．する

と以下のようにすべての公理が成り立つ．

(i) A + B = B + A.　 (問題 1.5 (1))

(ii) (A + B) + C = A + (B + C).　 (問題 1.5 (2))

(iii) A + O = A.　 (上記)

(iv) A + B = Oとなる B は B = −Aであり確かに V 中に存在する．

(v) (λ + µ)A = λA + µA.　 (問題 1.5 (4))

(vi) λ(A + B) = λA + λB.　 (問題 1.5 (5))

(vii) (λµ)A = λ(µA).　 (問題 1.5 (3))

(viii) 1A = A.　 (明らか)

B.3 Pn の任意の元を a = a0 + a1x + · · · + anxn などと表す．公理の (i), (ii)は明らか．また任
意の aに対し a + 0 = aなので 0が零ベクトル 0である．また，a + b = 0となるような b

は b = −a0 − a1x− · · · − anxn であり，(iv)が成り立つ．(v)∼(viii)は明らか．

B.4 W は V の部分集合なので，公理の中で登場する等式の左右辺の演算結果がW に含まれるこ

とを確認すれば，等式が成立すること自体は自明である．W が部分空間であるための 2つの
条件をもう一度記す．

(ア) a, b ∈ W ならば a + b ∈ W ,
(イ) λ ∈ K, a ∈ W ならば λa ∈ W .

以下，公理 (i)∼(viii)についてひとつずつ確かめる．

(i) (ア)が成立するなら a, bの順序を変えた b + a ∈ W も当然成り立つ．

(ii) a, b, c ∈ W ならば，(ア)よりまず a + b ∈ W であり，さらに (a + b) + c ∈ W とな

る．a + (b + c) ∈ W も同様．

(iii) (イ)について λ = 0を選ぶと 0a ∈ W となる．0aは V の元 0に等しいので（問題 B.1
(2)），W の任意の元 aに対しても a + 0 = aとなる．

(iv) (イ)について λ = −1を選ぶと (−1)a ∈ W となる．(−1)aは V の元−aに等しいので

（問題 B.1 (3)），a ∈ W なら −a ∈ W となる．

(v) λ, µ ∈ K, a ∈ W なら (イ)より λa, µa ∈ W であり，(ア)より λa + µa ∈ W．さら

に λ + µ ∈ K なので (λ + µ)a ∈ W．
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(vi) a, b ∈ W なら (ア)より a + b ∈ W．よって (イ)より λ ∈ K なら λ(a + b) ∈ W．ま

た (イ)より λa, λb ∈ W なので (ア)より λa + λb ∈ W．

(vii) λ, µ ∈ K なら λµ ∈ K．よって a ∈ W なら (λµ)a ∈ W．また (イ)より µa ∈ W であ

り，さらに (イ)より λ(µa) ∈ W．

(viii) 1 ∈ K であるので a ∈ W なら (イ)より 1a ∈ W．

B.5 {0}の任意の元は 0しかない．また，0+0 = 0, (0+0)+0 = 0, (λ+µ)0 = 0等，公理に現

れる等式の左右辺の演算結果は常に 0となり等式が成立する．よって {0}は部分空間である．

B.6 P1 ∼ P3 が部分空間になることは明らか．P0 すなわち定数だけの集合 {a0; a0 ∈ R}も部分
空間になる．さらにたとえば P4の元のうち xの 1次の項がないもの，すなわち a0 + a2x

2 +
a3x

3 + a4x
4で表される元全体の集合も部分空間をなす．なぜなら，0 = 0はこのうちに含ま

れており，元同士の和やスカラー倍によっても 1次の項が生まれないからである．

B.7 (1) S の任意の元 a, bに対して a + b ∈ S, λa ∈ S であり，零元 0が 0であることも容易
にわかる．公理のすべての条件が成立することは問題 B.3の 1変数の場合を参考にすれ
ばたやすいので省略する．

(2) c1(x2 − 1) + c2(x2 + xy) + c3(xy + 1) = 0とする．x, yの同じ次数の項でまとめ直すと

(c1 + c2)x2 + (c2 + c3)xy + (−c1 + c3) = 0

となる．この等式が任意の x, yで成立するには，すべての係数が 0，すなわち

c1 + c2 = 0, c2 + c3 = 0, −c1 + c3 = 0

が必要十分条件である．これより c1 = c3 = −c2 が満たされればよいので，たとえば

(c1, c2, c3) = (1,−1, 1)でもよい．ゆえに線形従属である．

B.8 (1) 等式 c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan = 0を考えると，基底の定義よりこの場合でも c1 ∼ cn

が一意に存在する．明らかに c1 = c2 = · · · = cn = 0はこの等式を満たし，一意性より
等式を満たすものはそれ以外に存在しない．よって a1 ∼ an は線形独立である．

(2) 任意のベクトル αに対し

α = c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan 1©

と表したとき，c1 ∼ cn が一意であることを示せばよい．今，同じ αに対して

α = c′1a1 + c′2a2 + · · ·+ c′nan 2©

というように別の線形結合で表せたとする．ところが 1©− 2©より

(c1 − c′1)a1 + (c2 − c′2)a2 + · · ·+ (cn − c′n)an = 0

となり，a1 ∼ an が線形独立なので c1 = c′1, c2 = c′2, · · · , cn = c′n しかありえない．

よって c1 ∼ cn は任意のベクトル αに対して一意に定まる．
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B.9 p(x) ∼ p′′′(x)は以下で与えられる．

p(x) = 1 + x + x2 + x3, p′(x) = 1 + 2x + 3x2, p′′(x) = 2 + 6x, p′′′(x) = 6.

P3 の任意の元を a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 と表すとき

a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 = c0p(x) + c1p
′(x) + c2p

′′(x) + c3p
′′′(x)

= (c0 + c1 + 2c2 + 6c3) + (c0 + 2c1 + 6c2)x + (c0 + 3c1)x2 + c0x
3

より

c0 + c1 + 2c2 + 6c3 = a0, c0 + 2c1 + 6c2 = a1, c0 + 3c1 = a2, c0 = a3

が得られる．これを c0 ∼ c3 について解くと

c0 = a3, c1 = (a2 − a3)/3, c2 = (3a1 − 2a2 − a3)/18,

c3 = (9a0 − 3a1 − a2 − 5a3)/54

となり，a0 ∼ a3 から c0 ∼ c3 が一意的に定まる．よって p(x) ∼ p′′′(x)は P3 の基底である．

B.10
a1x

2 + a2xy + a3y
2 + b1x + b2y + c

= c1(x2 − xy) + c2(xy − y2) + c3(y2 − x) + c4(x− y) + c5(y − 1) + c6

とおく．両辺の同じべきの項を比較すると以下が得られる．

a1 = c1, a2 = c2 − c1, a3 = c3 − c2,

b1 = c4 − c3, b2 = c5 − c4, c = c6 − c5.

これを c1 ∼ c6 について解くと

c1 = a1, c2 = a1 + a2, c3 = a1 + a2 + a3, c4 = a1 + a2 + a3 + b1,

c5 = a1 + a2 + a3 + b1 + b2, c6 = a1 + a2 + a3 + b1 + b2 + c

となり，ai, bi, cから c1 ∼ c6 が一意に定まる．よって基底になる．

B.11 基底をなすベクトルの個数を数えればよい．

Rn の場合：第 i成分が 1で，それ以外の成分がすべて 0のベクトルを i = 1, 2, · · · , nに対

して考える．任意の元はこれらの線形結合で一意に表せるので，これらが基底をなす．した

がってRn の次元は n．

Pnの場合：任意の元は 1, x, x2, · · · , xnの線形結合で一意に表せるので，これらが基底をな

す．したがってPn の次元は n + 1．

B.12 線形写像 f : V → W に対し，定義より f(λa) = λf(a)が成り立つ．λ = 0のとき f(0a) =
0f(a)．問題 B.1 (2)より 0a = 0 ∈ V , 0f(a) = 0 ∈ W．よって f(0) = 0．また，λ = −1
のとき f((−1)a) = (−1)f(a)．問題 B.1 (3)より (−1)a = −a, (−1)f(a) = −f(a)．よって
f(−a) = −f(a)．
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B.13 線形写像の定義より

f(λ1a1+λ2a2+· · ·+λrar) = f(λ1a1)+f(λ2a2+· · ·+λrar) = λ1f(a1)+f(λ2a2+· · ·+λrar).

同様に

f(λ2a2 + · · ·+ λrar) = λ2f(a2) + f(λ3a3 + · · ·+ λrar).

以下同様に展開すると，与式が成り立つことがわかる．

B.14 Pn の任意の元は a = a0 + a1x + · · ·+ anxn と表すことができる．f によって写像すると

f(a) =
da

dx
= a1 + 2a2x + · · ·+ nanxn−1

となり，f(a) ∈ Pn−1 となる．さらに，

f(a + b) =
d(a + b)

dx
=

da

dx
+

db

dx
= f(a) + f(b),

f(λa) =
d(λa)

dx
= λ

da

dx
= λf(a)

が成り立つので，確かに f は Pn から Pn−1 への線形写像である．

B.15 P.179の部分空間の定義より，(i) f(a), f(b) ∈ Im f ならば f(a) + f(b) ∈ Im f，(ii) λ ∈ K,
f(a) ∈ Im f ならば λf(a) ∈ Im f の 2つが示されればよい．
(i)について：a, b ∈ V より，a + b ∈ V となる．ゆえに f(a + b) ∈ Im f．さらに f は線形

写像なので f(a + b) = f(a) + f(b)．よって f(a) + f(b) ∈ Im f．

(ii)について：a ∈ V より λa ∈ V となる．ゆえに f(λa) ∈ Im f．さらに f は線形写像なの

で f(λa) = λf(a)．よって λf(a) ∈ Im f．

B.16 (1) f(a) = f(b)なら f(b)− f(a) = f(b− a) = 0となる．そこで f(x) = 0を満たす xを

求める．

f(x) = Ax =




x + y

−x + z

y + z


 = 0

より sを任意定数として x = s




1
−1

1


．よって b − a = xとなるような a, bを求めれ

ばよい．たとえば s = 1として，a =




1
2
3


, b =




2
1
4


．

(2) f(x) =




x + y

−x + z

y + z


 =




p

q

r


とおく．すると p + q = rとなるので p + q 6= rならばこの等

式を満たす x, y, z は存在しない．たとえば




1
0
0


はR3 に含まれるが Im f には含まれ

ない．したがって Im f 6= R3．
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(3) 任意の x, y, zに対して x + y = p, −x + z = qとすると

f(x) =




p

q

p + q


 = p




1
0
1




︸︷︷︸
α

+q




0
1
1




︸︷︷︸
β

と表すことができる．これは αと βの線形結合であり，f(x)が定まれば p, qは一意に

定まる．したがってα, βが Im f の基底であり，dim(Im f) = 2となる．

B.17 問題 B.7の多項式に y = 1を代入すると

a1x
2 + (a2 + b1)x + (a3 + b2 + c)

となる．これは xの 2次多項式である．さらに ai, bi, cを自由に与えて得られる多項式全体

の集合はP2に等しい．従って問題 B.11よりdim(Im f) = 3である．

B.18 f(a) = 0, f(b) = 0ならば，f は線形写像なので f(a+b) = f(a)+ f(b) = 0．よって a, b ∈
Ker f ならば a+ b ∈ Ker f．また，f(a) = 0すなわち a ∈ Ker f ならば f(λa) = λf(a) = 0

なので λa ∈ Ker f．したがって Ker f は部分空間の定義を満たす．

B.19 問題 B.14：

d

dx
(a0 + a1x + · · ·+ anxn) = a1 + 2a2x + · · ·+ nanxn−1 = 0

より a1 = a2 = · · · = an = 0．したがってKer f = {a0; a0は任意の実数 } = P0 ,
dim(Ker f) = 1．

問題 B.16：

f(x) = 0を満たすのは x = s




1
−1

1


（問題 B.16 (1)解答を参照）．したがって

Ker f = {s




1
−1

1


 ; sは任意の実数 }．




1
−1

1


が Ker f の基底になるのでdim(Ker f) = 1．

問題 B.17：
y = 1を代入して得られる多項式は

a1x
2 + (a2 + b1)x + (a3 + b2 + c).

この多項式が xによらず 0となるのは

a1 = a2 + b1 = a3 + b2 + c = 0,

すなわち

a1 = 0, b1 = −a2, c = −a3 − b2.

これを S の元に代入すると a2(xy − x) + a3(y2 − 1) + b2(y − 1)．ゆえに

Ker f = {a2(xy − x) + a3(y2 − 1) + b2(y − 1); a2, a3, b2は任意の実数 } .

明らかに xy − x, y2 − 1, y − 1が Ker f の基底になるのでdim(Ker f) = 3．
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B.20 問題 B.14：
V = Pn, dim V = n + 1．Im f = Pn−1 なので dim(Im f) = n であり，問題 B.19 より
dim(Ker f) = 1．よって定理 B.2が成立する．

問題 B.16：
V = R3, dim V = 3．問題B.16 (3)より dim(Im f) = 2であり，問題B.19より dim(Ker f) =
1．よって定理 B.2が成立する．

問題 B.17：
V = S, dimV = 6．問題 B.17より dim(Im f) = 3であり，問題 B.19より dim(Ker f) = 3．
よって定理 B.2が成立する．

B.21 V = R4, dim V = 4．R4 の任意の元 x =




x

y

z

u


を f で写像する．

f(x) =




1 2 0 1
−1 −2 0 −1

2 4 0 2







x

y

z

u


 =




x + 2y + u

−(x + 2y + u)
2(x + 2y + u)


 = (x + 2y + u)




1
−1

2


 .

よって

Im f = {t




1
−1

2


 ; tは任意の実数 }

であり，dim(Im f) = 1．
一方，f(x) = 0とおくと上式より x + 2y + u = 0となる．したがって f(x) = 0を満たす x

の一般形は




r

s

t

−r − 2s


．ゆえに

Ker f = {r




1
0
0

−1


 + s




0
1
0

−2


 + t




0
0
1
0


 ; r, s, tは任意の実数 }

であり，dim(Ker f) = 3．ゆえに dimV = dim(Im f) + dim(Ker f) = 4．

B.22 V = Pn, dim V = n + 1．

• k 5 nのとき：

a0 + a1x + · · ·+ anxn ∈ Pn に対して

f(x) =
dk

dxk
(a0 + a1x + · · ·+ anxn)

= k!ak + (k + 1)!ak+1x + · · ·+ n(n− 1) · · · (n− k + 1)anxn−k.
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よって dim(Im f) = n− k + 1．f(x) = 0とおくと ak = ak+1 = · · · = an = 0．ゆえに

Ker f = {a0 + a1x + · · ·+ ak−1x
k−1; a0 ∼ ak−1は任意の実数 }.

ゆえに dim(Ker f) = k．よって定理 B.2が成り立つ．

• k > nのとき：

f(x) = 0．Im f = {0}なので dim(Im f) = 0．またKer f = V = Pnより dim(Ker f) =
n + 1．よって定理 B.2が成り立つ．
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