
「工科のための力学」演習問題略解
正誤表

p.2 第 1章演習問題 1.(3)　　 （誤）= 12 （正）= −12
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演習問題略解

【第 1章演習問題】

1.

　 (1) a + b = i + 3i + k，(2) a − b = 5i− 5j + 3k，

　 (3) a · b = 12，(4) a × b = −7i− j + 10k

2.　 |a| = √14，l = 2/
√

14, m = 1/
√

14, n = 3/
√

14

3.

df (t)
dt

= 2ti + 9t2j + 4k,
d2f (t)

dt2
= 2i + 18tj

4.

d[a(t)e(t)]
dt

=
da(t)
dt

e(t) + a(t)
de(t)

dt
,

d2[a(t)e(t)]
dt2

=
d2a(t)
dt2

e(t) + 2
da(t)
dt

de(t)
dt

+ a(t)
d2e(t)

dt2

5.　略

【第 2章演習問題】

1.

dx(t)
dt

= 2t + 1,
dy(t)
dt

= −2,
dz(t)
dt

= 2t,

d2x(t)
dt

= 2,
d2y(t)
dt2

= 0,
d2z(t)
dt2

= 2

v(2) = 5i− 2j + 4k, a(2) = 2i + 2k

2.　点Pの位置ベクトルを r，ベクトル rが x軸となす角度を θ，軌道 y = 1/x

の接線が x軸となす角度を φとする．

r = xi + (1/x)j , |r| =
√

1 + x4/x, tan θ = 1/x2, tan φ = −1/x2

1/ρ = 2x3/(1 + x4)
√

1 + x4

er =
x2i + j√
1 + x4

, eθ =
−i + x2j√

1 + x4
, et =

x2i− j√
1 + x4

, en =
i + x2j√
1 + x4

より x = 1で



3

1
ρ

=
1√
2
, er =

i + j√
2

, eθ =
−i + j√

2
, et =

i− j√
2

, en =
i + j√

2

(1)軌道座標系では，at = dV/dt = 0, an = V 2/ρより，

v(x = 1) = V et(x = 1), a(x = 1) =
V 2

√
2
en(x = 1)

(2)極座標系では，er(x = 1) = en(x = 1), eθ(x = 1) = −et(x = 1)の関係

を用いると，

v(x = 1) = −V eθ(x = 1), a(x = 1) =
V 2

√
2
er(x = 1)

3.　前問 2で得た関係式を用いると，点 A（x = 0.5）で

1
ρ

=
16

17
√

17
, er =

i + 4j√
17

, eθ =
−4i + j√

17
, et =

i− 4j√
17

, en =
4i + j√

17

vA =
V√
17

(i− 4j), aA =
16V 2

289
(4i + j)

であり，点 B（x = 2）で

1
ρ

=
16

17
√

17
, er =

4i + j√
17

, eθ =
−i + 4j√

17
, et =

4i− j√
17

, en =
i + 4j√

17

vB =
V√
17

(4i− j), aB =
16V 2

289
(i + 4j)

であるので，

vB/A = vB − vA =
3V√
17

(i + j), aB/A = aB − aA =
48V 2

289
(−i + j)

4.　軌道の接線が x軸となす角を φとすると

tan φ =
dy

dx
= 3x2 − 1,

1
ρ

=
6x

[1 + (3x2 − 1)2]3/2

et = cos φi + sin φj , en = − sin φi + cosφj

より

a =
V 2

ρ
en =

6xV 2

[1 + (3x2 − 1)2]3/2
en

a(x = 1) =
6
√

5V 2

25
en, φ(x = 1) = tan−1(2)
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5.　軌道の接線が x軸となす角を φとすると

tan φ =
dy

dx
= βC cos βx,

1
ρ

=
−βC sin βx

[1 + β2C2 cos2 βx]3/2

et = cos φi + sin φj , en = − sin φi + cos φj

より

v = V et, a =
−β2CV 2 sin βx

[1 + β2C2 cos2 βx]3/2
en, φ = tan−1(βC cosβx)

6.　 r(t)θ(t) = cの両辺を tで 1回および 2回微分すると，

dr

dt
θ + r

dθ

dt
= 0

d2r

dt2
θ + 2

dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
= 0

より

vθ = r
dθ

dt
= −dr

dt
θ = − c

r

dr

dt

v = ±
√

v2
r + v2

θ = ±
√(

dr

dt

)2

+
c2

r2

(
dr

dt

)2

= ±dr

dt

√
1 +

c2

r2

ar =
d2r

dt2
− r

(
dθ

dt

)2

=
d2r

dt2
− c2

r3

(
dr

dt

)2

aθ = 2
dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
= − c

r

d2r

dt2

a = ±
√

a2
r + a2

θ = ±

√√√√ c2

r2

(
d2r

dt2

)2

+

[
d2r

dt2
− c2

r2

(
dr

dt

)2
]2

7.　 r = ekθ を微分すると

dr

dt
= kekθ dθ

dt
kωr,

d2r

dt2
= kω

dr

dt
= k2ω2r

dθ

dt
= ω,

d2θ

dt2
= 0

vr =
dr

dt
= kωekθ , vθ = r

dθ

dt
= ωekθ

ar =
d2r

dt2
− r

(
dθ

dt

)2

= (k2 − 1)ω2ekθ
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aθ = 2
dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
= 2kω2ekθ

v = ±
√

v2
r + v2

θ = ±ω
√

1 + k2ekθ

a = ±
√

a2
r + a2

θ = ±ω2(1 + k2)ekθ

8.

dr

dt
= 1,

d2r

dt2
= 0,

dθ

dt
= 4t,

d2θ

dt2
= 4t,

dz

dt
= 1,

d2z

dt2
= 0,

より

v = er + 4t2eθ + k, a = −16t3er + 12teθ

9.

y = c tan θ

V = vy =
dy

dt
=

c

cos2 θ

dθ

dt
, ay =

d2y

dt2
=

c

cos2 θ

[
2 tan θ

dθ

dt
+

d2θ

dt2

]

10.　楕円の曲率半径と接線の傾きは

1
ρ

= − c4 + d4

[c4y2 + d4x2]3/2
,

dy

dx
= −d2

c2

x

y

であるので，

1
ρ
(x = c, y = 0) = − c

d2
,

1
ρ
(x = 0, y = d) = − d

c2

vP = V j, vQ = −V j, aP = −cV 2

d2
i, aQ =

dV 2

c2
j

vQ/P =vQ−aP =−V (i+j), aQ/P =aQ−aP =
V 2

c2d2
(c3i−d3j)

11.　地軸北向に k，赤道の接線方向に i，地球中心方向に j とすると

Ω = Ωk, v = vi, r = −Rj , g = gj

a=g+Ω×(Ω×r)+2Ω×v=gj+(RΩ2−2vΩ)j
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12.　着目点において，

er =
√

2
2

(−i + k), eθ = −j, eφ = −
√

2
2

(i + k),

r =
√

2
2

R(−i + k), v = v(−eθ − eφ) =
v

2
(j +

√
2i + k)

よって，

a =
√

2
2

(g + Ω2R− 2vΩ)i−
√

2
2

gk, v = 10 m/s

13.

vA = vC + vA/C = lΩj − rωi

aA = aC + aA/C = −lΩ2i− rω2j

14.

a =
dv

dt
=

dv

dx

dx

dt
= v

dv

dx
=

1
2

d

dx

[
v2

]

【第 3章演習問題】

1.

f1 + f2 + f3 = (a − 1)i + (b− 2)j + (c− 1)k = 0

a = 1, b = 2, c = 1

2. ∑
f = (1 − 2)i + (2− 4)j + (−3 + 2)k = −i− 2j − k

a =
1
10

∑
f = −0.1i− 0.2j − 0.1k

v=
∫ 5

0

adt= |−0.1ti−0.2tj−0.1tk|50 =−0.5i−0.1j−0.5k

r=
∫ 5

0

vdt=
∣∣−0.05t2i−0.1t2j−0.05t2k

∣∣5
0
=−1.25i−2.5j−1.25k

|v| = 1.22 m/s, |r| = 2.9 m
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3.　ばね 1と 2の伸びをそれぞれ x1，x2とすると全体の伸びは x = x1 + x2．

また，2つのばねの力の釣り合い式より，

f = k1x1, f = k2x2, f = kx, x = x1 + x2

4.　糸の張力を T とすると

T sin θ − P = 0, T cos θ −mg = 0

これより

P = mg tan θ, T = mg/ cos θ

5.　ばねに作用する力を f，ばねの伸びを δ とすると

2f cos
θ

2
= mg, (l + δ) sin

θ

2
=

l

2
, f = kδ

より

mg tan
θ

2
+ kl sin

θ

2
= kl

6.　 θ = tan−1(µs) = 21.8 rad

7.

P = µmBg +
(1− µ2) sin θ + 2µ cos θ

(1− µ2) cos θ − 2µ sin θ
mAg

8.　 P = mgeπµ/4 　

9.　糸の張力を T とすると，

mAa = T − µmAg, mBa = mBg − T

より

a =
mB − µmA

mA + mB
g

10.　車両が受ける遠心力を考慮して，力とつり合いは

N cos θ −mg = 0, −N sin θ +
mv2

ρ
= 0
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より，tan θ = v2/ρg の関係式を得る．したがって，この角度より小さい場合

には車両は軌道をはずれる．ただし，ここでは簡易な取り扱いをしたが，より

正確にはそれぞれの両輪がレールから受ける反力，レール間隔，車両の重心高

さを考慮して力および力のモーメントの平衡条件から，最適なカント角度を決

定しなければならない．

11.　噴流の運動量変化 dp/dtと壁の垂直抗力 f が等しい．また，単位時間に

壁にぶつかる質量は ρSv である．

　 (a) f = dp/dt = (ρSv)v = ρSv2

　 (b) f = dp/dt = (ρSv)v − (ρSv)v cos θ = ρSv2(1− cos θ)

12.　式 (3.97)～(3.99)において vB = 0, mA = mB = m, α = θとおくと，

vA cos θ = v′A cos φ, v′B sin φ = 0

より，φ = 0, v′A = cos θ を得る．したがって，球 Cは φ = 0の方向になけれ

ばならない．

13.　糸の張力を T とすると

T sin θ = mlω2 sin θ, T cos θ = mg

より

cos θ =
g

lω2

14.　慣性系であるので，全体が静止している（V = 0）とする．また，外力

が作用しないので，運動量とエネルギーは保存される．糸が切断された後では，

mAvA + mBvB = 0,
1
2
mAv2

A +
1
2
mBv2

B =
1
2
kδ2

元の運動系に戻すと，

vA = V − δ

√
kmB

mA(mA + mB)
, vB = V + δ

√
kmA

mB(mA + mB)

　静止系において始めの重心の位置を xGとし，∆tだけ時間が経ったときの重

心の位置を xG + ∆xG とすると，

∆xG =
mAvA∆t + mBvB∆t

mA + mB
= 0
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すなわち，重心も一定速度 V で移動する.

15.　物体 Aと Bの相対加速度の向きが斜面の方向と等しいことに注意する．

aAx =
mB sin θ cos θ

mA + mB sin2 θ
g, aAy = 0,

aBx = − mA sin θ cos θ

mA + mB sin2 θ
g, aBy = −(mA + mB ) sin2 θ

mA + mB sin2 θ
g

16.　 T = (M + m)(a + g), R = m(a + g)

17.　運動方程式

m
dv

dt
= −mg − ρCDv2

の解は

v(t) = −
√

mg

ρCD
tan

√
ρCDg

m
t

したがって，積分 ∫ h

H

dz =
∫ τ

0

v(t)dt

より，z = hに到達する時間 τ とそのときの速度 v(τ)が得られる．

v = v(τ), τ =
√

m

ρCDg
cos−1

[
exp

(
ρCDg(H − h)

m

)]

18.　弾丸が xにあるときの速度を v(x)圧力を p(x)とすると

m

2
d

dx
[v2(x)] = Sp(x) =

p0S

V0 + Sx

より 0 ≤ x ≤ Lで積分すると

v(L) =
[
2p0V0

m
ln

(
1 +

SL

V0

)]1/2

19.　質点が皿に衝突する直前の速度は v0 =
√

2gh，衝突直後に一体化した質

点と皿の速度は v = mv0/(m + M)である．衝突の前にばねは δ = M/kだけ

縮んでいるので kδ2/2だけのポテンシャルエネルギーを持つ．衝突後，ばねが

最大圧縮量H まで圧縮されたとき質点と皿は一旦静止する．よって，衝突後の
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エネルギー保存則は

1
2
(m + M)v2 +

1
2
kδ2 =

1
2
k(δ + H)2 − (m + M)gH

で表されるので，

H =
mg

k
+

mg

k

[
1 +

2kh

(m + M)g

]1/2

20.　証明は略．

X11 =
m1 + m2

m2 −m1
C, X14 = − 2m2

m2 −m1
C, X12 = X13 = 0

【第 4章演習問題】

1.

W =
∫

C

[
x2ydx + xy2dy

]
=

∫ 1

0

(
x4 + 2x6

)
dx =

17
35

2.　地表に達した時刻を T とする．運動方程式

m
dv

dt
= −cv −mg

を解くことにより，

v(T ) =
mg

c

(
e−cT/m − 1

)
また，dz = v(t)dtにより ∫ 0

h

dz =
∫ T

0

v(t)dt

より，落下距離 hと落下所要時間 T の関係は

h =
m2g

c2

[
cT

m
−

(
1− e−cT/m

)]

で表される．ただし，hが与えられたとき，T を求めるためには数値計算を必

要とする．また，抵抗力による仕事は
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W =
∫ 0

h

cvdz = c

∫ T

0

v2(t)dt =
m2g2

c

∫ T

0

(
e−ct/m − 1

)2

dt

=
m3g2

c2

[
1
2

(
1− e−2cT/m

)
− 2

(
1− e−cT/m

)
+

cT

m

]

で表される．

3.

W1 = mgb sin θ, W2 = µmgb cos θ,

v =
√

2gb(sin θ − µ cos θ)

4.　質点が円曲面上にあるとき，質点と中心 Oを結ぶ線が鉛直軸となす角度

を θとする．摩擦力 f は常に円の接線方向に作用するので，円の接線方向の運

動方程式は

mR
d2θ

dt2
+ mg sin θ = −f

で表される．したがって，質点が時間 τ の間に円周に沿って角度 φを運動する

間に摩擦力のする仕事は

W2 =
∫ φ

0

fRdθ = −
∫ φ

0

[
mR

d2θ

dt2
+ mg sin θ

]
R

dθ

dt
dt

= −
∫ τ

0

[
1
2
mR2 d

dt

(
dθ

dt

)2

−mgR
d

dt
(cos θ)

]
dt

=

[
−1

2
mR2

(
dθ

dt

)2

+ mgR (cos θ)

]τ

0

t = 0で dθ/dt = 0，θ = π/2，t = τ で dθ/dt = ω，θ = 0とすると，

W2 = −1
2
mR2ω2 + mgR

また，重力による仕事はW1 = mgRであり，摩擦力が無い場合，得られる速

度は Rω0 =
√

2gRである．なお，厳密な解 θ(t)を得るためには，円の法線方

向の運動方程式

mR

(
dθ

dt

)2

+ mg cos θ =
f

µ
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の連立を連立して解かなければならない．

5.

∂fx

∂y
=

∂fy

∂x
= 2xy

が成り立つので保存力である．また，

∂U

∂x
= − x

x2 + y2
,

∂U

∂y
= − y

x2 + y2

を積分すると

U(x, y) = −1
4
(x4 + y4) − 1

2
x2y2

6.

∂fx

∂y
=

∂fy

∂x
=

2xy

(x2 + y2)2

が成り立つので保存力である．したがって，ポテンシャルと力のする仕事は

U(x, y) = −1
2

ln(x2 + y2) + const., W = U(1, 1)− U(0, 0)

と書けるが，原点 (0, 0)は特異点であるので原点を含んだ仕事は計算できない．

もし，原点の近傍 (ε, ε2)の点から出発すれば通常の計算ができる．

7.　完全弾性衝突直後の質点Bの速度は 2mAvA/(mA +mB)であるので，質

点 Bの運動エネルギーとばねのポテンシャルとの関係式より，

1
2
mB

(
2mA

mA + mB

)2

v2
A =

1
2
kδmax

δmax =
2mAvA

mA + mB

√
mB

k

8.　完全非弾性衝突であるので，衝突直後の砂袋の速度はmv/(m + M)であ

る．ロープの最大振れ角を θmax とすると，

(m + M)gl(1 − cos θmax) =
1
2
M

(
m

m + M

)2

v2

θmax = cos−1

[
1− m2Mv2

2gl(m + M)3

]
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9.　 δ だけ圧縮された位置からの移動距離を xとすると

1
2
kδ2 =

1
2
mv2 + νmgx

再び速度が 0となるとき，移動量は最大であり

xmax =
kδ2

2µmg

10.

(1)

K =
1
2
m

(
l
dθ

dt

)2

, U =
1
2
k(cθ)2 −mgl(1 − cos θ)

dK

dt
+

dU

dt
= ml2

d2θ

dt2
dθ

dt
+ kc2θ

dθ

dt
−mgl sin θ

dθ

dt
= 0

ml2
d2θ

dt2
+ kc2θ −mgl sin θ = 0

(2)　 sin θ ≈ θ として，固有振動数は

ωn =

√
kc2 −mgl

ml2

となる．ここで，根号内が負，すなわち c2 ≤ mgl/kのとき振動は不安定とな

る．

【第 5章演習問題】

1.　接触点で周方向速度が等しい．

ω2 =
r1

r2
ω1，時計方向　

2.　線分OAの角速度を Ωとすると，点Aの速度の大きさは vA = (r + R)Ω

である．ところが，接触点の接線方向速度は (r + R)Ω− rω = 0でなければな

らない．よって，

vA = rω， aA =
v2

A

r + R
=

r2ω2

r + R
　

3.　剛体棒の端点 A，B の速度ベクトル vA，vB と加速度ベクトル aA，aB
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の向きは，それぞれ床と斜面の向きに等しくなければならないことに注意する．

剛体棒の重心Gの回りの角速度を ω = ωk，角加速度を α = αkとすると，

vA = vG + ω × rA/G, vB = vG + ω × rB/G

aA = aG + α× rA/G + ω × (ω × rA/G)

aB = aG + α× rB/G + ω × (ω × rB/G)

および vB と aB を未知量として

vA = vi, aA = ai

vB = vB(cos θi + sin θj), aB = aB(cos θi + sin θj)

rA/G =
l

2
(− cosφi− sin φj), rB/G =

l

2
(cos φi + sin φj)

から ω, α, vB, aB を決定する．

ω =
sin θ

cos(θ − φ)
v

l
, vB =

cos φ

cos(θ − φ)
v

α =
sin θ

cos(θ − φ)
a

l
+

sin2 θ[sin φ cos(θ − φ)− sin θ]
cosφ cos3(θ − φ)

v2

l2

aB =
cosφ

cos(θ − φ)
a− sin2 θ

cos3(θ − φ)
v2

l

4.　前問 3において，v = 0，a = aA とする．

5.　各部材に対して相対運動の概念を用い，

vA = (Ωk) × rA/O

vB = vA + (ωABk)× rB/A

vC = vB + (ωBCk)× rC/B = 0

aA = (Ωk) × [(Ωk)× rA/O]

aB = aA + (ωABk)× [(ωABk) × rB/A]

aC = vB + (ωBCk)× [(ωBCk) × rC/B ] = 0

rA/O = l1(cos θi + sin θj)

rB/A = l1(cosβi − sin βj)
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rC/B = l3(cosφi− sin φj)

sin β =
1
l2

(l1 sin θ − l3 sin φ), cos β =
1
l2

√
l22 − (l1 sin θ − l3 sin φ)2

より未知量を決定する．ただし，βは部材 ABが水平軸となす角度である．

ωAB = − sin(θ + φ)
sin(φ− β)

Ωl1
l2

, ωBC = − sin(θ + β)
sin(φ− β)

Ωl1
l3

,

αAB = −cos(θ − φ)
sin(φ− β)

Ω2l1
l2
− 1

tan(φ− β)
ω2

AB −
1

sin(φ− β)
ω2

BC l3
l2

,

αBC =
cos(θ + β)
sin(φ + β)

Ω2l1
l3
− 1

sin(φ− β)
ω2

ABl2
l3

+
1

tan(φ− β)
ω2

BC

6. 　点 P に対応する点 Q を剛体棒 OA 上に設けたとき，相対速度ベクトル

vQ/P および相対加速度ベクトル aQ/P の向きが剛体棒OAの向きに等しくな

ければならないことに注意する．OP = r = l sin θ/ sin φとし，vQ/P，aQ/P，

ωOA，αOA を未知量とする．

vP = (−Ωk) × rP/C, vQ = (ωOAk) × rQ/O

aP = (−Ωk) × vP , aQ = (αOAk)× rQ/O + (ωOAk)× vQ

vQ/P (cos φi + sin φj) = vQ/P , aQ/P (cos φi + sin φj) = aQ/P

より，

ωOA =
sin φ

sin θ
cos(φ + θ)Ω, αOA =

sin φ

sin θ
sin(φ− θ)Ω2

7.　剛体棒の端点Aの床面に垂直な方向の速度成分 (vA)y と加速度成分 (aA)y

が 0でなければならないことに注意する．

vB = vO + vB/O, aB = aO + aB/O , vO = (ωr)i, aO = 0

vA = vB + vA/B , aA = aB + aA/B

より

ωAB = −ω
r

l

cos φ

cos θ
, αAB = −ω2 r

l

sin φ

cos θ
+ ω2 r2

l2
cos2 φ

cos2 θ
tan θ

ただし，上式で r/l = sin θ/(1 + sin φ)である．
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8.　 (x, y, z)座標における点 Pの速度ベクトルと加速度ベクトルは直ちに

vP = ωrey , aP = −ω2rex

で表される．また，x軸方向の単位ベクトルと z軸方向の単位ベクトルが分かっ

ているので

ey = ez × ex = (mznx −mxnz)i + (nzlx − nxlz)j + (lzmx −mz lx)k

となるので，これらを上の式に用いると直角座標成分で表される．

9.　 Z 軸と z 軸の交点を C，Z 軸方向に k，Z 軸方向にに iを設ける．円板

は回転座標系の中で回転しているので，特に加速度ベクトルに注意する．

ω = Ωk + ωi, rP = li − rk, α = (Ωk)× (ωi),

vP = ω × rP = (Ωl + ωr)j

aP = α×ω × (ω × rP ) = −Ω(Ωl + 2ωr)i + ω2rk

10.　前問と同様に，剛体棒OAは回転座標系 (O;y, z)の中で回転しているこ

とに注意する．

rA = l(cos θi + sin θk), ω = ωz + ωx, α = ωz ×ωx

vA = ω × rA = −ωzl cos θi− ωxl sin θj + ωxl cos θk

aA = α× rA + ω × (ω × rA)

= 2ωxωzl sin θi − (ω2
x + ω2

z)l cos θj − ω2
xl sin θk

【第 6章演習問題】

1.　それぞれの三角形の質量と重心位置は直ぐに分かるので，同じ質量を持つ

2つの質点の重心を求める．

(a) (xG, yG) =
(

2a

3
,
b

3

)
, (b) (xG, yG) =

(
5a + b

6
,
4b− a

6

)

2.　支持反力を Oxi + Oyj と表すと
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f =
ρbg(a cos θ−b sin θ)

2 sin(θ + φ)

Ox =
ρbg(a cos θ−b sin θ) cos φ

2 sin(θ + φ)
, Oy =ρabg− ρbg(a cos θ−b sin θ) sin φ

2 sin(θ + φ)

3.　点 A，B，Cの反力をそれぞれRA(右向き），RB(上向き），RC(左向き）

とすると

RA = RC =
mg

tan θ
, RB = 2mg, θ = cos−1

(
h

2r
− 1

)
, (2r < h < 4h)

4.

f =
∫ h

0

[ρ0g(H − z) + p0]ldz − p0hl =
1
2
ρ0ghl(2H − h)

5.　三角形物体の下端から測って，水に沈んだ部分の長さを h，重心の位置を

zG，浮力中心の位置を zC とする．ただし，ρ/ρ0 < 1．

(a)の場合：

zG =
√

3a

6
, zC =

(3
√

3a− 4h)h
6
√

3a− 6h
, h =

√
3a

2

(
1−

√
1− ρ

ρ0

)

(b)の場合：

zG =
√

3a

3
, zC =

√
3a

3

√
ρ

ρ0
, h =

√
3a

2

√
ρ

ρ0

（注）ρと ρ0 の比によって現象は異なる．また，傾いたとき水に沈んだ部分の

形が変わる．説明が長くなるので省略するが，考察してみると面白い．

6.　水銀柱の平衡位置を原点Oとして液面変位を z(t)軸とすると，運動方程

式は

ρAl
d2z(t)

dt2
= −ρAgz(t),

d2z(t)
dt2

+ ω2
n = 0, ωn =

√
g

l

となる.ただし，ρは水銀の密度，Aは液柱の断面積．これは 1自由度系の振動

方程式であり，t = 0で z = h，dz/dt = 0とすると，解は
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z(t) = h cos(ωnt)

で表され，原点 Oを中心として振幅が hの振動となる．

7.

(1) 分布荷重の全荷重量W と荷重中心の位置 x = xG は

W =
∫ l

c

w0(x− c)dx =
w0

2
(l− c)2, xG =

1
3
(2l + c)

である．いま，支点Aの位置を x = sとすると，力と支点Aに関する力のモー

メントの平衡条件は

Oy + Ay −W −mg = 0, −cOy −W (xG − c)−mg

(
l

2
− c

)
= 0

よって，

Oy = −2(l − c)
3c

W − l− 2c

2c
mg, Ay =

2l + c

3c
W +

l

2c
mg

ところが，剛体棒が傾かないためには Oy > 0，すなわち

2(l − c)3w0 + 3(l − 2c)mg < 0

でなければならない．

(2) 分布荷重の全荷重量W と荷重中心の位置 x = xG は

W =
∫ l

0

w0x
2dx =

w0

3
l3, xG =

1
W

∫ l

0

w0x
3dx =

3l

4

である．力と支点 AOに関する力のモーメントの平衡条件は

Oy + Ay −W −mg = 0, cAy − 3l

4
W − l

2
mg = 0

よって，

Oy =
4c− 3l

4c
W +

2c− l

2c
mg, Ay =

3l

4c
W +

l

2c
mg

したがって，剛体棒は傾かないためには

(4c− 3l)l3w0 + 6(2c− l)mg > 0
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でなければならない．

8. 　以下の解答で矢印は支持反力の向き，Cは圧縮部材，Tは引張り部材, 0

は 0力部材を表す．

(1)

Ox = 4.0 kN(←), Oy = 2.0 kN(↑), Ax = 4.0 kN(→), Ay = 0,

FOA = 4.0 kN(T ), FAB = 5.7 kN(C), FOD = 2.8 kN(T ),

FOB = 2.0 kN(T ), FBD = 2.0 kN(C), FCD = 2.0 kN(T ),

FBC = 2.8 kN(C)

(2)

Oy = 1.33 kN(↑), Cy = 0.67 kN(↑), Ox = Cx = 0,

FOA = 1.33 kN(T ), FAB = 0.67 kN(T ), FBC = 0.67 kN(T ),

FOE = 1.89 kN(C), FAE = 0.67 kN(C), FAD = 0.94 kN(T ),

FED = 1.33 kN(C), FBD = 0 kN(0), FCD = 0.94 kN(C)

9.　 IG = IC = πab(a2 + b2)/4

10.

IG = IC = 2ρ

∫ −√
3x+

√
3a/3

−√
3a/6

dx

∫ a/2

0

(x2 + y2)dy =
1
12

ma2

11.　支持反力をO = Oxi + Oyj，重心の加速度を aG = axi + ayj，角加速

度を α = αkとすると，運動方程式は

maG = O −mgj, IGα = rO/G ×O

また，相対加速度の関係式より aO = aG + aO/G = 0．よって，

α = −3g

2l
cos θ, Ox＝

3mg

4
cos θ sin θ, Oy＝

mg

4
(4− 3 cos2 θ)

また，エネルギー保存則

l

2
(1 + sin θ)mg =

1
3
ml2ω2
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より，

ω =

√
3g

2l
(1 + sin θ)

12. 　支持点 A の反力を Ayj，支持点 B の反力を −Byi，重心の加速度を

aG = axi + ayj，角加速度を α = αkとすると，運動方程式は

maG = Ayj − Byi−mgj,

IGα = rA/G × (Ayj) + rB/G × (−Bxi)

rA/G =
1
2
(c sin θ − b cos θ)i− 1

2
(c cos θ + b sin θ)j

rB/G =
1
2
(c sin θ + b cos θ)i− 1

2
(c cos θ − b sin θ)j

また，点 Aの加速度は水平方向成分，点 Bの加速度は鉛直方向成分しか持た

ないことに注意すると，aA と aB を未知量として，相対速度の概念より

aAi = aG + α× rA/G, aBj = aG + α× rB/G　

を利用すると

α =
3g

2
c sin θ−b cos θ

b2+c2−3bc sin θ cos θ

aGx =
3g

4
bc−(b2+c2) sin θ cos θ

b2+c2−3bc sin θ cos θ
, aGy = −3g

4
(c sin θ−b cos θ)2

b2+c2−3bc sin θ cos θ

13.　衝突直後の棒の重心Gの速度を vG，角速度を ω，衝突端Aの速度を vA，

衝突後の小球の速度を v′，反発係数を eとすると，支点に関する角運動量の式

および衝突過程の式は

m0vl = m0v
′l +

1
2
mlvG + IGω, vA − v′ = ev

vA = lω, vG =
1
2
lω, IG =

1
2
ml2

で表される．よって，

ω =
3(1 + e)m0

m + 3m0

v

l
, v′ =

3m0 − em

m + 3m0
v

14. (1) 2つの棒が運動開始した直後にはまだばねは圧縮されない．点 Oの支
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持反力をO = Oxi + Oyj，点 Bの支持反力をB = Byj，棒OAの重心 Pと

ABの重心 Q の加速度をそれぞれ aP = aPxi + aPyj，aQ = aQxi + aQyj，

角加速度をそれぞれαOA = αOAk，αAB = αABk，また棒ABから棒OAに

及ぼす力を f = fxi + fyj とすると，それぞれの棒の重心の並進運動とその周

りの回転運動に対する方程式は

maP = O −mgj + f

maQ = B −mgj − f

IGαOA = rO/P ×O + rA/P × f

IGαAB = −rA/Q × f + rB/Q ×B

点Oの加速度が 0，点 Bの加速度が水平面に沿うことに注意して，少し長い計

算を行う．

αAB = −αOA =
2mgl cos θ

4IG + ml2(1 + 4 sin2 θ)

ただし，ばねが圧縮され始めてからの計算は極めて複雑になる．

(2)始めに持っていた位置エネルギーが全てばねのポテンシャルエネルギーに

変換されるので，角速度が 0となる角度を θ0 とするとき，

δmax =

√
2mgl(sin θ − sin θ0)

k

もちろん，ばね定数が小さいときは，棒が水平になるまで圧縮される．

δmax = 2l(1 − cos θ)

15.　質点と回転系（ホイールとシリンダー）の運動方程式は

I
d2θ

dt2
=Tr, M

d2z

dt2
=Mg−T, z=θ, I =

1
2
(2m1R

2+m2r
2)

より，z(t)について

d2z

dt2
= Q, Q ≡ Mr2g

I + Mr2

と表される．t = 0で z = 0, dz/dt = 0を満たす解は
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z(t) =
1
2
Qt2

であるので，z = h において，(1) v = Qτ，(2) a = Q，(3) τ =
√

2h/Q．

16.　箱形物体の左下の突起に作用する垂直抗力をR1，右下の突起に作用する

垂直抗力を R2とすると，物体が前にも後ろにも転倒せずに静止状態できるた

めには，重心Gに関する力と力のモーメントの式は

R1 + R2 −mg = 0, (h − 2z)f − (b + µsh)R1 + (b− µsh)R2 = 0

が成り立たなければならない．よって

R1 =
b− µsh

2b
mg +

h− 2z

2b
f, R2 =

b + µsh

2b
mg − h− 2z

2b
f

を得る．よって，

h

2
− (b + µsh)

mg

2f
< z <

h

2
+ (b − µsh)

mg

2f

のとき R1 > 0, R2 > 0となって物体は転倒しない．一方，運動開始直後にお

いて運動方程式

max = f − µkR1 − µkR2, may = R1 + R2 −mg

IGα = −1
2
(2z − h)f − 1

2
(b + µkh)R1 +

1
2
(b− µkh)R2

が成り立つ．この場合にも，

h

2
− (b + µkh)

mg

2f
< z <

h

2
+ (b − µkh)

mg

2f

のとき R1 > 0, R2 > 0であるので物体は転倒しない．また，このとき，重心

の加速度は ax = (f − µkmg)/mとなる．

17.　棒 BCの重心を G1，棒 OAの重心を G2，端点 Cが棒 OAから受ける

反力をRとする．反力Rは棒OAに垂直である．また，棒OAの上に点Cと

同じ位置に点 C’を設ける．点 Cと点 C’の相対加速度ベクトルが棒 OAと同

じ向きであることに注意する．
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BC = l, OC ′ = l′, l sin φ = l′ cos θ

aC = αBC × rC/B , aC′ = αOA × rC′/O

IαBC = rG1/B × (−mgj) + rC/B ×R,

IαOC′ = rG2/O × (−mgj) + rC′/O × (−R),

を用いる．ここで，点 Cと点 C’の相対加速度ベクトルについて

aC/C′ = aC − aC′ = aC/C′ [cos θi + sin θj]

が成り立たなければならないことに注意する．ただし，aC/C′ は未知量である．

また，I = ml2/3である．以上より，

αBC = −mlg

2I
sin φ, αOA = −mlg

2I
cos θ sin(θ − φ)

18.　衝突後の板の重心の速度を u，角速度を ω，重心に関する慣性モーメン

トを IG = m(a2 + b2)/12とすると，

b

2
(mv) =

1
2
(mu)

√
a2 + b2 + IGω, u =

1
2
ω
√

a2 + b2

より

ω =
3a

2(a2 + b2)

19.　棒 ABの重心を G，円板と水平面の接点を Qとする．また，点 Bに作

用する力をNB，点Qに作用する力をNQ，点 Aにおいて円板から棒に作用

する力をRとする．IG と IO は棒と円板の重心周りの慣性モーメントである．

棒と円板の回転および並進の運動方程式は

IGα = rB/G ×NB + rA/G ×R

maG = NB + R−mgj

aA = aG + α× rA/G

aB = aBi = aG + α× rB/G

IOαO = rA/O × (−R) + rQ/O ×NQ

MaO = NQ −R

aA = aO + αO × rA/O, aO = −αOri
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で表される．棒と水平面のなす角度を φとすると l sin φ = r(1 + sin θ)である．

以上の諸式より，

αAB =
lr2 cos2 θ cosφ

2J
mg

J = IGr2 cos2 θ + IO l2 sin2 φ

+
ml2r2

4(m + M)
[(m cos2 φ + M) cos2 θ + 4M sin θ cos φ sin(θ + φ)]

【第 7章演習問題】

1.　剛体棒が反時計方向に δθだけ仮想変位したとする．このときばねの復元

力と重力のする仮想仕事は

δW = (kδ)aδθ − (mg)lδθ = 0

である．よって，a = mgl/kaδ

2.

L = K − U =
1
2

[(
dr

dt

)2

+ (rω)2
]

, (U = 0)

m
d2r

dt2
−mrω2 = 0

3.　運動エネルギーを K，ポテンシャルを U とし，dx/dt = ẋとおくと

K =
1
2
mẋ2, U =

1
2
bx2 +

1
3
cx3

L = K − U =
1
2
mẋ2 − 1

2
bx2 − 1

3
cx3

より

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= mẍ− bx− cx2 = 0

4.　一般化された座標を q = xとすると，一般化された運動量は p = ∂L/∂ẋ =

mẋ，一般化された速度は q̇ = ẋであるから，

H = pq̇ − L =
1
2
mẋ2 +

1
2
bx2 +

1
3
cx3
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5.　これは第 3章で述べたように中心力 f = GmM/r2を受けて描く軌道の一

つである．今の場合，楕円の長軸および短軸の長さは

a =
1

1− ε2
h2

GM
, b =

1√
1− ε2

h2

GM

であり，運動エネルギーとポテンシャルはそれぞれ K = m(ẋ2 + ẏ2)/2，

U = −GmM/r であらわされるので，

L = K − U =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2) +

GmM√
x2 + y2

H =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)− GmM√

x2 + y2

6.　ばねの自然長さを lとすると，原点にあった質点が (x, y)に変位したとき，

運動エネルギーとポテンシャルは

K =
1
2
m

(
dx

dt

)2

+
1
2
m

(
dy

dt

)2

U =
k

2

[
l−

√
(l − x)2 + y2

]2

+
k

2

[
l−

√
(x2 + (l − y)2

]2

+
k

2

[
l−

√
(l + x)2 + y2

]2

+
k

2

[
l−

√
(x2 + (l + y)2

]2

で表される．ところが，x/l� 1, y/l � 1の微小変位では

U =
k

2
(x2 + y2)

と近似できるので，運動方程式は

d2x

dt2
+ 2kx = 0,

d2y

dt2
+ 2ky = 0

のように簡単に表される．

7.

K =
1
2
m1

(
l1

dθ1

dt

)2

+
1
2
m2

(
l1

dθ1

dt
+ l2

dθ2

dt

)2

U = m1gl1(1− cos θ1) + m2g[l1(1− cos θ1) + l2(1− cos θ2)]

より，運動方程式は
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m1l1
d2θ1

dt2
+ (m1 + m2)g sin θ1 −m2g sin θ2 = 0

m2

(
l1

d2θ1

dt2
+ l2

d2θ2

dt2

)
+ m2g sin θ2 = 0

8.

L = K − U =
1
2
IC

(
ε
dθ

dt

)2

−mgε(1 − cos θ), IC =
1
2
mr2 + mε2

p = ICε2
dθ

dt
, H =

1
2
IC ε2θ̇2 + mgε(1 − cos θ)

より，運動方程式は

ICε2θ̈ + mgε sin θ = 0

9.　ばねの振れ角を q1，伸び変位を q2とすると

L =
1
2
m

(
l
dq1

dt
+

dq2

dt

)2

− 1
2
kq2

1 −mg[l − (l + q2) cos q1]

p1 = ml

(
l
dq1

dt
+

dq2

dt

)
, p2 = m

(
l
dq1

dt
+

dq2

dt

)

より，

H =
1
2
m

(
l
dq1

dt
+

dq2

dt

)2

− 1
2
kq2

1 + mg[l − (l + q2) cos q1]

ml2
d2q1

dt2
+

d2q1

dt2
+ kq1 + mg(l + q2) sin q = 0

ml
d2q1

dt2
+ m

d2q1

dt2
+ mg cos q1 = 0

（以上）
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