
問題解答例
[１章]

演習問題 1.1

1.

(1) 空木 ε に対して，Vt(ε) = 0 である．
(2) 任意の記号 a ∈ Σ および Σ 上の k 分木 t1, ..., tk に対して，
Vt(a(t1, ..., tk)) = 1 + Σk

i=1 Vt(ti) である．

2.

(1) 空木 ε に対して，Lf(ε) = 0 である．
(2) 任意の記号 a ∈ Σ に対して，Lf(a(ε, ..., ε)) = 1 である．
(3) 任意の記号 a ∈ Σおよび Σ上の k 分木 t1, ..., tk に対して，t1, ..., tk の
うち少なくとも１つが空木でないならば，Lf(a(t1, ..., tk)) = Σk

i=1 Lf(ti)

である．
3.

(1) 空木 ε に対して，Na(ε) = 0 である．
(2) Σ 上の k 分木 t1, ..., tk に対して，Na(a(t1, ..., tk)) = 1+Σk

i=1Na(ti)

である．
(3) a と異なる任意の記号 b ∈ Σ および Σ 上の k 分木 t1, ..., tk に対して，
Na(b(t1, ..., tk)) = Σk

i=1Na(ti) である．

演習問題 1.2

1. 非終端記号としては，<定数 >，<数字列 >，<正数字 >，<数字 > を
用意し，以下の生成規則によって文法を与えればよい．開始記号は <定数 >

である．
(1) <正数字 > → 1 | · · · | 9

(2) <数字 > → 0 | <正数字 >

(3) <数字列 > → <数字 > <数字列 > | <数字 >

(4) <定数 > → <正数字 > <数字列 > | <数字 >

2. まず，変数名を定義する文法には，例題 1.4 で与えた以下の生成規則を用
いればよい．

(1) <変数名 > → <英記号 ><記号列 > | <英記号 >

(2) <記号列 > → <記号 ><記号列 > | <記号 >

(3) <英記号 > → a | · · · | z | A | · · · | Z

(4) <記号 > → 0 | · · · | 9 | <英記号 >



これらに加えて，<変数宣言 > と <変数名リスト > を非終端記号として用
意し，以下の生成規則を加える．開始記号は <変数宣言 > である．

(5) <変数名リスト > → <変数名 > ”,” <変数名リスト > | <変数名
>

(6) <変数宣言 > → Var “ ” <変数名リスト >

演習問題 1.3

1. 計算する関数を V ertexNum(t) とする．以下のように定義できる．
(1) V ertexNum(t) = 0 t = ε のとき
(2) V ertexNum(t) = 1 + V ertexNum(X) + V ertexNum(Y )

t = a(X,Y ) と表されるとき

2. 計算する関数を LeafNum(t) とする．以下のように定義できる．
(1) LeafNum(t) = 0 t = ε のとき
(2) LeafNum(t) = 1 t = a(ε, ε) と表されるとき
(3) LeafNum(t) = LeafNum(X) + LeafNum(Y )

少なくとも１つが空木でない X,Y に対して
t = a(X,Y ) と表されるとき

演習問題 1.4

1. まず，基底ステップとして，n = 4 の場合を考える．このとき，

42 = 16 = 24

であるから，n = 4 のとき題意が成り立つ．次に，帰納ステップを証明する．
まず，n = k (k ≥ 4) のとき題意が成り立つと仮定する．このとき，

(k + 1)2 = k2 + 2k + 1

である．ここで，帰納法の仮定から，

k2 ≤ 2k

が成り立つので，

(k + 1)2 = k2 + 2k + 1 ≤ 2k + 2k + 1

ここで，例題 1.6 より，2k + 1 < 2k が k ≥ 3 に対して成り立つので，



(k + 1)2 < 2k + 2k = 2k+1

よって帰納ステップが成り立つ．
2. まず，基底ステップとして，n = 1 の場合を考える．

41 − 1 = 3

であるので，n = 1 のとき題意は成り立つ．次に，k ≥ 1 として，4k − 1 が 3

の倍数であると仮定する．このとき，

4k+1 − 1 = 4 · 4k − 1 = 4 · (4k − 1) + 3

となる．帰納法の仮定より，4k − 1 は 3 の倍数であるから，4k+1 − 1 も 3 の
倍数となる．よって，n = k + 1 のときも題意が成り立つ．

演習問題 1.5

1. 関数 f(n) が停止することを，n に関する帰納法で示す．基底ステップとし
て，n = 0 のときを考える．n = 0 のときは，0 が返されて停止する．
次に帰納ステップを示す．まず，n = k (k ≥ 0) のとき停止すると仮定する．

f(k + 1) は，k + 1 ≥ 1 であるので，f(k) を再帰的に呼出す．帰納法の仮定
より，f(k) は停止するので，f(k + 1) も停止する．よって，帰納ステップも
示された．
2. 2 分木の高さに関する帰納法で示す．高さが 0 のとき，つまり，空木のと
き，頂点数は必然的に 0 となる．このとき，1 = 20 − 1 であるので，題意が
成り立つ．
次に帰納ステップを示す．高さ k (k ≥ 0) の 2 分木の頂点数の最大値が

2k − 1 で与えられるものと仮定する．このとき，高さ k + 1 の 2 分木で頂
点数が最大のものを t とする．木 t が t = a(t1, t2) と表されるとき，部分木
t1, t2 の高さは k 以下のはずである．なぜなら，高さ k を越えると，t の高
さが k + 1 を越えてしまうからである．また，t の頂点数が最大であるから，
明かに t1, t2 の高さは k 未満であることはなく，k となるはずである．さら
に，t1, t2 は高さ k の 2 分木の中で頂点数が最大の木であるはずである．よっ
て，帰納法の仮定より，t1 と t2 の頂点数は，2k − 1 であるので，t の頂点数
は 1+(2k−1)+(2k−1) = 2k+1−1となる．よって，帰納ステップが示された．

[２章]

演習問題 2.1

1. 辺はその２つの端点を決めれば一意に定まるので，端点の選び方の個数を
数えればよい．頂点数 n なので，n 個の頂点から 2 個の頂点を選ぶ場合の数



は n(n−1)
2

となる．よって，m ≤ n(n−1)
2

となる．
2. 例えば，以下の G で与えられるグラフは自己補グラフである．

G = (V,E)

V = {v1, v2, v3, v4, v5}

E = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, {v4, v5}, {v5, v1}}

3. G が頂点数 n の自己補グラフであるとする．G と Gc の辺集合の和集合は
n(n−1)

2
本の辺をもつ．G は自己補グラフであるから G と Gc の辺の本数は等

しい．よって，n(n−1)
2

は偶数であり，ある整数 m を用いて n(n−1)
2

= 2m と
表せる．よって，n(n − 1) = 4m より，n は 4 で割りきれるか，または， 4

で割ると 1 余る．

演習問題 2.2

1. 連結なグラフ G の任意の切断辺を e = {u, v} とする．辺 e がある全域木
T に含まれていないものとする．T は全域木であるから，T 上の u から v へ
の道 α が唯１つ存在する．よって，G から e を取り除いても α が存在するの
で G の連結成分が増加することはない．これは，e が切断辺であることに矛
盾する．よって，辺 e はすべての全域木に含まれる．
逆に，辺 e は G のすべての全域木に含まれるとする．このとき，e が切断辺
でないとすると，G から e を取り除いてできるグラフ G′ は連結である．よっ
て，例題 2.1 により G′ には全域木が存在する．G′ の全域木は明らかにG の全
域木でもあるので，e が G のすべての全域木に含まれることに矛盾する．よっ
て，e は G の切断辺である．
2. 以下の図 1 の太線で与えられる．
3. グラフ G の頂点集合を V とし，e = {u, v} とする．カット C =

{{u}, V − {u}} は，辺集合 ∅ を侵害しない．また，e は重み最小なので，
C に対する軽い辺である．よって，定理 2.2 より，e を含む最小全域木が存在
する．
4. グラフ G の頂点集合を V とし，e = {u, v} を G のある最小全域木 T に
含まれる辺とする．T から e を取り除くと，T は 2 つの連結成分に分割される
が，そのそれぞれの頂点集合を V1, V2 とする．このとき，カット C = (V1, V2)

を考えると，e は C の軽い辺である．なぜなら，もし，w(e∗) < w(e) なる e∗

が C と交差しているものとすると，T から e を取り除いて e∗ を加えてでき
る全域木は T より小さい重みをもつことになり，T が最小全域木であること
に矛盾するからである．よって，e は C に対する軽い辺である．



図 1 重みつきグラフ

5. グラフ G の最小全域木 T を考える．また G の wmax-最小全域木を T∗ と
し，T の最大の重みの辺を e とする．T から e を取り除くと，T は 2 つの連
結成分に分割されるが，そのそれぞれの頂点集合を V1, V2 とする．このとき，
カット C = (V1, V2) を考えると，T∗ は全域木なので，C と交差する辺 e∗ を
もつ．ここで，T が wmax-最小全域木でないと仮定すると，wmax(T∗) < w(e)

が成り立つ．よって，w(e∗) ≤ wmax(T∗) < w(e) となるので，T から e を取
り除いて e∗ を加えてできる全域木は T より小さい重みをもつことになり，T
が最小全域木であることに矛盾する．よって，T は wmax-最小全域木である．

演習問題 2.3

1. d
(k)
i,j によって，中間頂点として {v1, ..., vk} を使うことを許された場合

に頂点 vi から vj に正しくデータが送信される最大確率とする．すると，
d
(k)
i,j = max{d(k−1)

i,j , d
(k−1)
i,k × d

(k−1)
k,j } によって d

(k)
i,j (i = 1, ..., n) を求め

ることができる．ただし，k = 0 の場合は，vi から vj に辺がある場合は，
d
(k)
i,j = w(vi, vj) となり，vi から vj に辺がない場合は，d

(k)
i,j = 0 となる．

[３章]

演習問題 3.1

1. M の動作を説明する．M は初期状態 p0 から始める．入力記号 aをひとつ
読み込む度にそれを消去し，かつ状態 p1 に移りヘッドを右へ移動していく．そ
して bと出逢ったとき状態を p2に変えて bの個数（n個）だけ（bを）cに代え



て最後部に移動させ複製を作る．このときテープ上は “#am−1bncn#”となっ
ている．そして状態を p3 に変えてヘッドを左端へ移動させ，#と出逢ったとき
p0 に戻る．以上の動作をすべての a が無くなるまで繰り返す．このときテー
プ上は “#bncmn#”となっているので，あとは bn を消去するだけでよい．
2. M は初期状態 p0 から始める．入力記号 a(または b)をひとつ読み込む度に
それを消去し，かつ状態 pa (あるいは pb) に移りヘッドを右へ移動していく．
そして cと出逢ったとき直後の記号を調べ，それが a(あるいは b)のときのみ
それを消去して，状態を p1 に変えてヘッドを左端へ移動し空白記号に出会っ
たとき状態を p0 に戻す．以上の動作を繰り返す．状態 p0 で記号 cを読んだと
き，直後の記号が空白のとき，そのときにかぎり最終状態 pf に移り，停止す
る．
3. M は 3-テープチューリングマシンであり初期状態 p0 から始める．第１テー
プ上には入力記号列 an を保持する．第２テープ上では bを生成し，以後第３
テープを作業領域として bbb, b5, b7, · · ·, のように奇数個の bからなる記号列
を次々と生成し，それを第２テープ上の記号列の後尾にコピーし連接していく．
この連接を行う毎に，第１テープ上の an と第２テープ上の bm とを比較し，
m = nと判明したとき，最終状態にはいり入力列 an を受理し停止する．第２
テープ上では常にm = 1+ 3+ 5+ · · ·+ (2k− 1) = k2 (k ≥ 1)個の bが生成
されるので，受理される入力列は ak

2

(k ≥ 1)である．
4.与えられた非決定性チューリングマシンM において，次動作の選択数の最大
値をmとすると，どのような有限長の動作系列もアルファベット {1, 2, ...,m}
上の有限長の記号列に対応している．（もちろん，すべての有限長の記号列が動
作系列を表しているわけではないから逆は必ずしもいえない．）M を模倣する
３テープチューリングマシン M ′ を図 2のように構成する．M ′ は第１のテー
プ上にM の入力テープを保存し，第３テープ上にそのコピーを作る．さらに，
第２のテープ上で {1, 2, ...,m}上の有限長の記号列 sを（それを m進数とし
て）小さい順に次々と生成してゆき，各 sに対してコピーされた入力に対する
M による動作系列 sを，第３のテープ上で模倣する．もしM が最終状態に入
るならば，そのような動作系列が存在し，第２テープ上で必ず生成されるから，
その時M ′ も最終状態に入り受理する．もしM が最終状態へ入るような動作
系列が存在しないのならば，M ′ も受理しないことになる．
演習問題 3.2

1. (有限オートマトン =⇒ 正則文法) 与えられた有限オートマトン A =

(Q,Σ, δ, p0, F )（ここで Q ∩ Σ = ∅ と仮定してよい）に対して正則文法 G =

(Q,Σ, P, p0)を以下のように構成する：P = {p→ aq | δ(p, a) = q}∪{p0 → ε}
（p0 ∈ F の場合のみ）．このとき δ(p0, w) ∈ F ⇐⇒ p0 ⇒∗ wが (|w| = nに
関する帰納法により）示せる．よって L(A) = L(G)を得る．



（系列ｓを次々に生成）

有限状態
制御部

s

w  
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第１テープ

（ｓに基づくＭの模倣）
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第２テープ

第３テープ w’  

図 2 決定性 TM: M ′ による非決定性 TM: M の模倣

（正則文法 =⇒ 有限オートマトン）与えられた正則文法 G = (N,Σ, P, S) に
対して（非決定性）有限オートマトン A = (N ∪ {qf},Σ, δ, S, {qf}) を以下
のように構成する： δ(X, a) 3 Y（X → aY ∈ P のとき），δ(X, a) = qf

（X → a ∈ P のとき）．このとき S ⇒∗ w ⇐⇒ δ(S,w) = qf が (|w| = n

に関する帰納法により）示せる．よって L(G) = L(A)を得る．（非決定性有限
オートマトンはそれと等価な（決定性）有限オートマトンに変換できるので証
明は完了する．）

2. 準備として，任意のプッシュダウンオートマトンは空スタック受理によって
言語を受理できるように変換可能であることに留意せよ．
(プッシュダウンオートマトン =⇒ 文脈自由文法) 与えられたプッシュダウン
オートマトンM = (Q,Γ,Σ, δ, p0, Z0, ∅)（ここで Q, Γ, Σ は互いに共通部分
がないと仮定してよい）に対して文脈自由文法G = (N,Σ, P, S) を以下のよう
に構成する：N = {S} ∪ {[p, a,X] | p ∈ Q, a ∈ Σ, X ∈ Γ} （３つ組 [p, a,X]

が一つの非終端記号である）．P は以下の規則からなる：
1) すべての q ∈ Qに対して S → [p0, Z0, q]は P の規則.

2) δ(p, a,X) 3 (q1, Y1 · · ·Yn) のとき，すべての重複を許した可能な組合せ
q2, q3, · · · , qn+1 ∈ Qに対して，
[p,X, qn+1] → a[q1, Y1, q2][q2, Y2, q3] · · · [qn, Y n, qn+1]は P の規則．
3) δ(p, a,X) 3 (q1, ε)のとき，[p,X, q1] → aは P の規則．
このとき (p0, w, Z0) ` (q, ε, ε) ⇐⇒ S ⇒ [p0, Z0, q] ⇒∗ w が示せる．よっ
て L(M) = L(G)を得る．
準備として，任意の文脈自由言語 L は，その規則が「A → aα（ここで

a ∈ Σ, A ∈ N,α ∈ N∗）」の形のみである Greibach 標準形とよばれる文脈
自由文法 Gによって生成されることに留意せよ．ただし，Gは ε ∈ Lのとき



のみ S → εを許し，他の規則の右辺は S を含まないとする．
（文脈自由文法 =⇒ プッシュダウンオートマトン）与えられた Greibach 標
準形の文脈自由文法 G = (N,Σ, P, S) に対してプッシュダウンオートマトン
M = ({q}, N,Σ, δ, q, S, ∅) を以下のように構成する： P = {X → aα | X ∈
N, a ∈ Σ ∪ {ε}, α ∈ N∗} （ここで a = εときは X = S かつ α = εである）．
このとき S ⇒∗ w ⇐⇒ (q, w, S) `∗ (q, ε, ε)が示せる（Gにおいては最左導
出，すなわち最も左に出現する非終端記号を常に書き換える導出を考えるとよ
い）．よって L(G) = L(M)を得る．

3. (チューリングマシン =⇒ 形式文法) 与えられたチューリングマシンM =

(Q,Γ,Σ, δ, q0, b
−, F ) に対して形式文法 = (N,Σ, P, S) を以下のように構成す

る：（ここで Σ′ = Σ ∪ {ε}とする）

1) N = Q ∪ {S, S1, S2} ∪ {[a,X] | a ∈ Σ′, X ∈ Γ}

2) P = {S → q0S1} ∪ {S1 → [a, a]S1 | a ∈ Σ} (43)

∪{S1 → S2} ∪ {S2 → [ε, b−]S2} ∪ {S2 → ε} (44)

∪{p[a,X] → [a, Y ]q | a ∈ Σ′, δ(p,X) = (q, Y,R)} (45)

∪{[a, Z]p[b,X] → q[a, Z][b, Y ] | a, b ∈ Σ′, Z ∈ Γ,

δ(p,X) = (q, Y, L)} (46)

∪{[a,X]pf → pfapf , pf [a,X] → pfapf | a ∈ Σ′, X ∈ Γ,

pf ∈ F} (47)

∪{pf → ε}. (48)

入力列 w = a1 · · · an(∈ Σ∗)に対して，Gは w のコピーとM が w の認識作
業に必要とする（であろう）領域 kを（非決定的に推測して）確保すべく規則
(43)と (44)を用いて

S =⇒∗ q0[a1, a1] · · · [an, an][ε, b−]
k

なる導出を行う．さらに規則 (45)と (46)を用いると，

q0[a1, a1] · · · [an, an][ε, b−]k =⇒∗ [a1,X1] · · · [at−1, Xt−1]pf [at, Xt] · · · [an+k, Xn+k]

なる導出が得られる．（ここで i = n+ 1以降の ai は εであり，後ろ側の幾つ
かの Xj はブランク記号 b− であることに留意．）最後に，規則 (47)と (48)を
用いると，

[a1, X1] · · · [at−1,Xt−1]pf [at, Xt] · · · [an+k,Xn+k]　 =⇒∗ a1a2 · · · an

が可能である．よって L(M) ⊆ L(G)がいえる．逆に w ∈ L(G)であれば，そ



れは規則 (47)と (48)を用いていることになり，これは wがM を最終状態へ
導くことを意味する．よって L(G) ⊆ L(M)でもあり，結局 L(M) = L(G)が
いえる．
(形式文法 =⇒ チューリングマシン) これはいわゆる「チャーチの仮説」を用
いると，与えられた形式文法 Gにおいて終端記号列 w を生成する過程は『機
械的に実行可能な操作の有限系列』であることから明らかにチューリングマシ
ンによって実現できる．よって，L(G) = L(M)となるチューリングマシンM

が構成可能である．（より詳細なM の説明としては以下のようなもので十分で
あろう．）
入力列w(∈ Σ∗)が与えられたとき，M は「wをテープ上に保持し，かつGに
おける導出過程を模倣する」ことを続ける．すなわち，Gの導出：βαβ′ ⇒ βγβ′

（ここで規則 α → γ が用いられたとする）を模倣するのに，M はそのテープ
上で，βαβ′#w のような記号列を保持する（記号#は区切り）．そして，左か
ら操作していって非決定的に部分列 αを見つけて，それを γ で置き換える．こ
のときM のテープは βγβ′#w となっている．そこで βγβ′ = w であるかど
うかを照合し，もし YESならば，最終状態へ入って w を受理する．もし NO

ならばさらにこの”模倣”操作を繰り返す．w ∈ L(G) ならば w の G による
導出が存在するので，M はそれを模倣でき，いつかは YES となる．よって
L(G) = L(M) となる．

演習問題 3.3

1. 図 3はバッファー容量 b = 3の場合の初期状態を示す．
2. 図 4のペトリネットは，C1, C2, C3,M1,M2,M3 に１個ずつのトークンを

図 3 生産者/消費者問題のペトリネットによるモデリング：容量
b = 3の場合



もつ初期マーキング µ0 から，哲学者 1が冥想状態M1 から２つの箸 C1, C3 を
用いて食事状態 D1 になった状況が表されている．
3. 図 5の ps と pf は各々与えられたプログラムの初期状態と最終状態に対応

図 4 食事をする哲学者問題のペトリネットによるモデリング

するプレースを表す．

図 5 3x+ 1問題のペトリネットによるモデリング

演習問題 3.4

1. 図 3.6(a)のペトリネットを PN1 とするとこれは活性でない．一方，図 6(a)

のペトリネット PN2 は活性である．このとき，これらはともに図 6(b)にある
同一の可達木をもつ．



図 6 ペトリネット (a) PN2 と (b) その可達木

2. ペトリネットの可達木 T に ω が現れるとする．このとき ω に対応するプ
レースのトークン数は（ω の性質から）任意に増大し得る．すなわち，ペトリ
ネットは有界でない．逆に，ペトリネットが有界でないとすると，可達なマー
キングの個数は無限である．可達木 T を有限的に表すためには ω を導入する
必要があり，T は必然的に ω を含む．
3.無限の可達木をもつペトリネットと初期マーキングの例が図 7に与えられる．

図 7 無限の可達木をもつペトリネットと初期マーキングの例

演習問題 3.5

1. (1).

Min =


1 0 0

1 2 0

0 2 1

0 1 1

 M =


0 2 0

−1 0 1

0 −2 0

1 −1 −1


(2).



t1 : (1, 0, 0, 0)Min = (1, 0, 0) 6≤ µ = (0, 1, 1)

t2 : (0, 1, 0, 0)Min = (1, 1, 0) 6≤ µ

t3 : (0, 0, 1, 0)Min = (0, 2, 1) 6≤ µ

t4 : (0, 0, 0, 1)Min = (0, 1, 1) ≤ µ

よって t4 のみが発火可能なトランジションである．
(3). 状態方程式 µ′ − µ = xM において x = (x1, x2, x3, x4) とおくと，
(2, 0, 0)− (0, 1, 1) = xM，すなわち

(2,−1,−1) = (x1, x2, x3, x4)


0 2 0

−1 0 1

0 −2 0

1 −1 −1

 . これより得られる

連立方程式


−x2 + x4 = 2

2x1 − 2x3 − x4 = −1

x2 − x4 = −1

は解をもたない．よって定理 3.1よ

り可達でない．

[補足：ペトリネットの標準形について] ４項組 (PN, µ0, F, f)（ここで PN =

(P, T,A)）は次のような性質をもつとき標準形であるという．
(1). P は唯一のプレース ps（開始プレース）を持ち，「µ0 は開始プレースにの
み１個のトークンをもち，これ以外はゼロ」である．また ps を出力プレース
とするようなトランジションは T にない．
(2). P は唯一のプレース pf（最終プレース）を持ち，pf を入力プレースとす
るようなトランジションは T にない．また pf にトークンをもち，かつ発火不
可能な（µ0 から）可達なマーキングが存在する．
PN の計算は µ0(ps) = 1かつ µ0(pf ) = 0なる初期マーキング µ0 で始まり，

µ(pf ) = 1なる最終マーキング µで終る．
事実として，『任意のペトリネットに対してそれと等価な標準形ペトリネット
が存在する』ことが知られている（例えば，文献 13)を参照）．図 8 (c)にはテ
キストの図 3.6にある PN と等価な標準形のペトリネットが与えられている．
図中において，実線で描かれた部分（元の PN）に破線のアークと灰色で描か
れたトランジションとプレースが追加されて標準形を構成している．
2.(1).（略証）ペトリネット言語 L0 に対して４項組 (PN0, µ0, F0, f0)によっ
て L0 = L(PN0, µ0, F0, f0)であるとする．ここで PN0 は開始プレース ps と
最終プレース pf をもつ（上記の）標準形であると仮定してよい．与えられた
x, y ∈ Σ∗ に対して，{x}と {y}を各々規定するペトリネット PNx と PNy は
容易に構成できる（x = a, y = abのときの構成が各々図 8(a),(b)に与えられ



図 8 {aicbi | i ≥ 0}を規定する標準形のペトリネット

ている）．このとき，言語 L = {xiwyi | w ∈ L0, i ≥ 1} を生成する４項組
(PN, µ, F, f)を次のように構成する：
まず新たにプレース pc を導入して，PNx が一度実行される度にトークンを
１つずつ pc に保持する（つまり xi の回数 iをカウントする）．そして，PN0

の実行を終えた後，今度は pc にあるトークンを１つずつ消費して PNy を一度
ずつ実行する．これにより最終マーキング F は唯一の (0, 0, · · · , 1)からなる．
（f は f0 と恒等関数とから自然に決まる関数とする．）
図 9は，x = a, y = ab, L0 = {ancbn | n ≥ 0}のとき構成すべきペトリネッ
ト PN が示されている．
(2). ペトリネット言語の族は正則言語族を含む (定理 3.2) ので，すべての
有限集合を含む．言語 Li = L(PNi, µi, Fi, fi)(i = 1, 2) とする. ここで
PN1 と PN2 は共通の記号を持たないとしてよい．このとき，L1 ∪ L2 =

L(PN3, µ3, F3, f3) となる４項組 (PN3, µ3, F3, f3) は PN3 = PN1 ∪ PN2,

µ3 = (u1, · · · , up, v1, · · · , vq) = (µ1;µ2) （ここで µ1 = (u1, · · · , up),

µ2 = (v1, · · · , vq)）, F3 = {(u;µ2), (µ1; v) | u ∈ F1, v ∈ F2} , f3 = f1 ∪ f2
と定義することにより得られる．また，L1L2 = L(PN4, µ4, F4, f4)となる４
項組 (PN4, µ4, F4, f4)は「PN1 において t ∈ T が最終マーキングに至る最後
のトランジションであるとき，tからmu2 の開始プレースへアークを張る」よ
うに修正したものを PN4 とし，µ4 = µ2, F4 = F2, f4 = f1 ∪ f2 とすれば
よい．
以上によりペトリネット言語族は和集合・連接に関して閉じており，性質 (1)



図 9 {aiwbi | w ∈ L0, i ≥ 1} を生成するペトリネットと初期
マーキングの例

を満たすので限定文脈自由言語族を含んでいる．
3.（略証）言語Lmir = {wwR | w ∈ {a, b}∗}を生成する４項組 (PN, µ0, F, f)

が存在すると仮定しよう．wwR ∈ Lmir(ここで k = |w|とする)を認識するペ
トリネット PN は前半の w を実行した段階で 2k 種類の w を記憶する必要が
あり，したがって k 回推移した後で 2k 個の異なる可達なマーキングを実現す
る必要がある．さもないと，|w1| = |w2| = k かつ w1 6= w2 なる w1 と w2 に
対して δ(µ0, w1) = δ(µ0, w2) である．このとき

δ(µ0, w1w
R
2 ) = δ(δ(µ0, w1), w

R
2 ) = δ(δ(µ0, w2), w

R
2 ) = δ(µ0, w2w

R
2 ) ∈ F

であるから，ペトリネットは w1w
R
2 を認識することになり矛盾する．一方，発

火系列 σ = t1t2 · · · tk により µ0 から可達なマーキングの種類は，発火ベクト
ルを φ(σ) = (v1, · · · , vm) (mは PN のトランジションの個数)とすると「整
数 k の m個の分割の総数」に等しく，k+m−1Cm−1 であることが知られてい
る．よって，

k+m−1Cm−1 < (k +m)m < 2k

となる十分大きな k を考えたとき，可能な可達マーキングの種類が 2k に達す
ることは不可能になる．よって Lmir はペトリネット言語ではない．



[４章]

演習問題 4.1

任意の x ∈ Xを固定して考える．すると任意の f ∈ BX に対して f(x) ∈ {0, 1}
が定まる．この意味で fをB = {0, 1}上のブール変数とみなすと，演算 {+, ·, ′ }
の定義より例 4.1(1) の B1 に対するときと同じ論法で Bf は A の性質を満た
すことが示せる．よってブール代数である．
演習問題 4.2

（等式 α = β に含まれる演算の個数に関する帰納法によって示すのが通常で
あるが，ここでは別法を示す．）
演習問題 4.6 の (1) より，任意のブール多項式は 0,1, 演算 “ ’ ” と多数決関数
f(x, y, z)によって表すことができる．よって α，β をそのような表現であると
し，α = β と仮定する．(このとき x+ y = f(x, y, 1)，xy = f(x, y, 0)なる関
係を用いていることに留意せよ．) この等式 α = β に現れている 0 を 1 に 1

を 0に置き換えたとすると，多数決関数は自己双対ゆえ不変であり得られる式
は α = β の双対式，すなわち α∗ = β∗ となる．
逆に，α∗ = β∗ ならば α = (α∗)∗ = (β∗)∗ = β である．

演習問題 4.3

(P9): x + x′y = (x + x′)(x + y) = 1(x + y) = x + y. もうひとつの
x(x′ + y) = xy は第１式と双対原理による．
(P10)：xz + x′y + yz = xz + x′y + yz1 = xz + x′y + yz(x+ x′)

= xz + x′y + yzx+ yzx′ = (xz + xzy) + (x′y + x′yz)

= xz + x′y

もうひとつの式は第１式と双対原理による．
(P11)： (xy′ + x′y)′ = (xy′)′(x′y)′ = (x′ + y)(x+ y′)

= xx′ + x′y′ + yx+ yy′ = 0 + xy + x′y′ + 0

= xy + x′y′

(P12)：(x+ y)(xy)′ = (x+ y)(x′ + y′) = xx′ + xy′ + x′y + yy′

= xy′ + x′y.

演習問題 4.4

題意と定義より束 Bは (A1),(A2),(A4),(A5),(A6)を満たす．よって Bは (A3)

分配律を満たすことを示せばよい．定義より任意の x, y に対して「x+ x′y =

x+ y」および「1 + x = 1」が成り立つことに留意せよ．
u = xy+xzおよび v = x(y+z)とする．このとき，u+v′ = 1かつ uv′ = 0

を示せば，(P6：補元の一意性）より u = vが成り立つ．（uv′ = 0は u+ v′ = 1



と双対原理より導かれるので）以下では u+ v′ = 1 を示せばよい．

u+ v′ = (xy + xz) + (x(y + z))′ = xy + xz + (x′ + (y + z)′)

= (xy + x′) + xz + y′z′ = (x′ + xz) + (y + y′z′)

= (x′ + z) + (y + z′) = (x′ + y) + (z + z′) = (x′ + y) + 1 = 1

よって xy + xz = x(y + z)が成り立つ．もうひとつの分配律は双対原理によ
る．

演習問題 4.5

g1(x, y, z) = xyz + xyz′ + xy′z + x′y′z + xy′z′ + x′y′z′

= xy(z + z′) + xy′(z + z′) + x′y′(z + z′)

= xy + (x+ x′)y′ = xy + y′ = x+ y′ · · · (P9)より

g2(x, y, z) = xyz + xy′z + x′yz + x′yz′ + xyz + x′yz

= xz(y + y′) + x′y(z + z′) + yz(x+ x′)

= xz + x′y + yz = xz + x′y · · · (P10)より

演習問題 4.6

1. 演算 +と · の各々が多数決関数によって表せることを示せば十分である．
実際，f(x, y, z) = (x+ y)(y + z)(z + x) = xy + yz + zx に留意すると{

x+ y = (x+ y) · 1 · 1 = (x+ y)(y + 1)(1 + x) = f(x, y, 1)
xy = xy + 0 + 0 = xy + y · 0 + 0 · z = f(x, y, 0).

2. まず 1.よりブール関数 f(x1, · · · , xn)は演算 ′ と多数決関数によって表さ
れていると仮定してよい．1.の証明から分かるように，f(x, y, 0)と f(x, y, 1)

の形の多数決関数では，0 と 1 の置き換えは “+” と “ · ” のそれに対応する．
また，通常の多数決関数 f(x, y, z)に関しては自己双対であることから不変と
なることに留意せよ．
(⇐=) ブール関数 f(x1, · · · , xn)が 0と 1を含まずに演算 ′ と多数決関数だ
けによって表されているならば，その双対はもとの関数と等しいので，自己双
対である．
(=⇒) もし f(x1, · · · , xn)に 0あるいは 1が含まれているとする．（f は ′ と
多数決関数によって表されているという仮定より）f における 0と 1を入れ換
えるだけで f の双対 f∗ が得られる．f∗ と f との違いは 0が 1(1が 0)に入れ
換わっているだけであり，他の部分は等しい．このとき f は自己双対 (すなわ
ち f = f∗)であることから，0 = 1でなければならず矛盾を生じる．よって f



には 0も 1も含まれない．
演習問題 4.7

まず x′ = (x+ x)′ = x ↓ xである．これより，演算 “ | ”は

x | y = (xy)′ = (x′ + y′)′ = (x′ ↓ y′) = ((x ↓ x) ↓ (y ↓ y))

のように NOR だけで表せる．よって定理 4.6 により任意の f ∈ Fn は演算
NORだけを用いて表現できる．

演習問題 4.8

f(x, y, z)，g(x, y, z, u)，g(x, y, z, u, v)に関するカルノー図は図 10の (a), (b),

(c)のようになる．

図 10

演習問題 4.9

1.および 2.に与えられたブール関数の各積項に番号を以下のようにつける:

f(x, v, y, z) = (1)xvyz + (2)xvyz′ + (3)xvy′z + (4)xv′y′z + (5)x′vy′z +

(6)x′v′yz + (7)xv′y′z′ + (8)x′v′y′z

g(x, v, y, z) = (1)xvyz + (2)x′vyz + (3)xvy′z + (4)xv′yz′ + (5)x′vy′z +

(6)xv′y′z′ + (7)x′vy′z′ + (8)x′v′y′z′

f と gに関する「主項と積項からなる行列」を求めると表１のようになる．こ
れより，各々の最簡形は
f(x, v, y, z) = yz′ + xvy + xv′y′ + x′v′z および g(x, v, y, z) = vz + xv′z′ +

x′y′z′ となる．



表１：主項と積項からなる行列

f 1 2 3 4 5 6 7 8

{3, 4, 5, 8} x x x x

y′z

{4, 7} x x

xv′y′

{6, 8} x x

x′v′z

{1, 3} x x

xvz

{1, 2} x x

xvy

g 1 2 3 4 5 6 7 8

{1, 2, 3, 5} x x x x

vz

{4, 6} x x

xv′z′

{5, 7} x x

x′vy′

{6, 8} x x

v′y′z′

{7, 8} x x

x′y′z′

演習問題 4.10

題意を満たす自動販売機を状態遷移図は図 11(a)のようになる．ここで，状態
遷移のラベルにおける “/”で区切られた左側（入力記号）の 0と 1は “何も入
力しない”と “100円コインの入力”を表し，右側（出力記号）の 0と 1は “何
も出さない” と “300 円の品物を出す” を表す．３つの状態の割当ては二つの
D-FFを用いることにして，各々からの出力変数を A1，A2 で表す．これより
状態割当てを施した後の状態遷移表と書き直した状態遷移表は図 11(b)のよう
になる．ここで，変数 X は入力を，変数 F は出力を表す．これより

F (tn+1) = X(tn)A1(tn)A
′
2(tn)

A1(tn+1) = X ′(tn)A1(tn)A
′
2(tn) +X(tn)A

′
1(tn)A2(tn)

A2(tn+1) = X ′(tn)A
′
1(tn)A2(tn) +X(tn)A

′
1(tn)A

′
2(tn)

= A′
1(tn)(X(tn)⊕A′

2(tn))

と計算できる．よって F を実現する順序回路は図 12 のようになる．



図 11

図 12

[５章]
演習問題 5.1
1. mx ≡ n (mod k) かつ my ≡ n (mod k) とすると，mx ≡ n ≡ my
(mod k)．このとき (m, k) = 1であるから命題 5.1の (3)より x ≡ y (mod k)
となる．
2. x0 = 10600，x1 = 11とおいて，拡張ユークリッドの互除法によってアル
ゴリズム Ex-EUCLID(10600, 11)を実行する．その結果，



i xi−1 = qi + r × xi (m,n) A1 の値 B1 の値
0 A B
1 10600 = 963 × 11 + 7 B2 A2 − 963B2

2 11 = 1 × 7 + 4 A3 − B3 −963A3 + 964B3

3 7 = 1 × 4 + 3 −A4 + 2B4 964A4 − 1927B4

4 4 = 1 × 3 + 1 2A5 − 3B5 −1927A5 + 2891B5

5 3 = 3 × 1 + 0 1 −3(A5 = 0, B5 = 1) 2891(A5 = 0, B5 = 1)

となり〈−3, 2891, 1〉を出力する．よって求める整数解は (x, y) = (2891,−3)と
なる．(11, 10600) = 1であるから求める唯一の解は x ≡ 2891 (mod 10600)

となる．

演習問題 5.2

1. C1 におけるどの二つの符号のハミング距離も２である．よって C1 は 1重
誤り検出可能な符号であるが，誤り訂正可能な符号ではない．
2. C2 の最小ハミング距離は４であることがわかる．よって C2 は 3重誤り検
出符号であり，かつ１重誤り訂正符号である．

演習問題 5.3

1. ハミング符号の定義よりパリティ検査行列H の列ベクトル hi はすべて異
なる．F2 において異なる値の和は１であるから，任意の２つの列ベクトルの
和は 0にならない．よって，任意の２つの列ベクトルは一次独立である．
2. (5.19)式の H をパリティ検査行列にもつハミング符号 C を考える．C に
おける符号語 w の第２，４，７桁に誤りが生じたときの受信語を w′ とする．
このとき，

w′Ht = h2 + h4 + h7 = (0, 1, 0) + (1, 0, 1) + (1, 1, 1) = 0

となる．よって w′ は C の符号語となり３重誤り検出はできない．

演習問題 5.4

1. (i) 例 5.9(3)でみたように C1 は線形符号である．また，dH(C) = 2である
のでハミング符号ではない．（もし C がハミング符号であるとすると，例題 5.3

の (2)よりハミング符号は２重誤り検出可能であり，定理 5.3より dH(C) ≥ 3

となり矛盾する．）
(ii) C2 は和で閉じているので線形符号である．基底として（例えば）
〈0011101, 0101011, 1000111〉がとれ，これより生成行列 Gは

G =

 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 1 0 1


となる．補題 5.1より dim(C2)=rank(G)=3であり，|C2| = 23 − 1であるか



ら，C2 はハミング符号でもある．
2. 定義により，任意の要素 w, w′ に対して，

dH(w,w′) = wとw′において値の異なる桁の個数

= (w −w′)においてゼロでない桁の個数

= weight(w −w′)

である．

演習問題 5.5

1. rank(H)=3であるから H は (6× 3)線形符号 C であり，C = {w ∈ F 6
2 |

wHt = 0} より

C = {000000, 111100, 101010, 010110, 011001, 100101, 110011, 001111}

をえる．また生成行列は

G =

 1 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1


となる．
2. Gの行ベクトルから C の基底は 〈w1,w2,w3〉, ここでw1 = 11001,w2 =

01010,w3 = 01110. 双対符号Cdualの次元は 2(= 5−3)であり基底を 〈u1,u2〉
とする．ここですべての i = 1, 2, 3 に対して (u,wi) = 0 となる一次独立な
２つのベクトルを計算し，u1 = 01011, u2 = 11010を選ぶとする．このとき
「Cdual の生成行列 Gdual ＝ C のパリティ検査行列の転置行列」であることに
留意すると求めたいパリティ検査行列 H は

H = Gt
dual =

[
1 1 0 1 0

0 1 0 1 1

]t

となる．また，Cdual = {uGdual | u ∈ F 2
2 } = {00000, 01011, 10001, 11010}．

演習問題 5.6

1. C のパリティ検査行列は

H =

 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

1 1 0 1 0 1


2. H のすべての列ベクトルが異なることから C の最小距離は３以上であり，
第１列＋第３列＋第４列＝ 0であるから最小距離は３である．よって，C は１



誤り語 e シンドローム s

000000 000

100000 111

010000 101

001000 100

000100 011

000010 010

000001 001

重誤り訂正可能であり，２重誤り検出可能である．
3. 誤り語とシンドロームの対応表は以下のようになる． y = 111101 に対す
るシンドロームは

s = (111101)Ht = (100)

よって誤り語は 00100であり，符号語は 110101(= 111101− 001000)．また
シンドロームの値がないのは 110 であるから，xHt = (110) を満たす x は
111111である．

演習問題 5.7

1. (xn − 1)を G(x)で割ったときの商を s(x)，余りを r(x)とすると

(xn − 1)− r(x) = s(x)G(x)　 （ここで deg r(x) < deg G(x))

である．両辺を (xn − 1) で割った余りを考えると，“r(x)” は s(x)G(x) を
(xn − 1)で割った剰余式である，ことが分かる．ここで定理 5.6の証明におい
て示した命題：『任意の多項式 s(x)に対して，s(x)G(x)を (xn − 1)で割った
“剰余式”は符号多項式である』を用いると，r(x)は符号多項式である．この
とき deg r(x) < deg G(x) かつ G(x) はゼロでない最小次数の符号多項式で
あるから r(x) = 0となり，結局 (xn − 1)は G(x)で割り切れる．
2. 生成多項式を与える符号は 1100であるから G(x) = 1 + x となる．ここで
k = 4− deg G = 3であるから，基底となる符号多項式は

1 + x, x(1 + x) = x+ x2, x2(1 + x) = x2 + x3

の３つである．よって基底は 〈1100, 0110, 0011〉となる．

演習問題 5.8

1. まず m = degG = 3，よって k = 4(= 7 − 3) であることに留意せよ．



p(y) = p(1010) = 1+x2であるから，x3p(y) = x3+x5となる．これをG(x)

で割った余りは r(x) = x2 であり，これを多項式とする検査ビットは x = 001

となる．よって送信語は

w = xy = 0011010．

2. H(x) = (x7 − 1)/G(x) = 1 + x+ x2 + x4.

3. 命題 5.5より，与えられた多項式 h(x)に対して h(x)H(x)が (x7 − 1)で割
り切れるならば，h(x)は C の符号多項式である．(i) p(z1)H(x)は (x7 − 1)

で割り切れるので誤りなし．(ii) p(z2)H(x)は (x7 − 1)で割り切れないので
誤りあり．

演習問題 5.9

αi を根にもつ GF (2)上の任意の関数を f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n とす

ると f(αi) = 0である．このとき a ∈ GF (2)に関して a + a = 0, a2 = aで
あることから

(f(x))2 = (a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)2 = a0 + a1x

2 + · · ·+ an(x
2)n = f(x2)

これより f(α2i) = (f(αi))2 = 0．すなわち α2i も f(x)の根であるから，一
般に αi2j (j ≥ 0)も根となる．よって，これらはすべて αi の最小多項式mi(x)

の根である．一方，di の取り方（最小性）と最小多項式の定義より mi(x)は
αi, α2i, α22i, · · · , αi2di−1

のすべてを，かつこれだけを根とする多項式となる．

演習問題 5.10
問題の BCH符号のパリティ検査行列H は (5.42)式で与えられる．H の任意
の 2t個の列からなる行列の行列式を

D =

∣∣∣∣∣∣∣
αi1 αi2 αi3 · · · αi2t

(α2)i1 (α2)i2 (α2)i3 · · · (α2)i2t

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

(α2t)i1 (α2t)i2 (α2t)i3 · · · (α2t)i2t

∣∣∣∣∣∣∣ (49)

を考え，これを計算すると

D = αi1+i2+···+i2t
∏

1≤p<q≤2t

(αp − αq)

である．ここで αi1 , αi2 , · · · , αi2t はすべて異なるので D 6= 0，すなわち D

は正則となる．これよりH から任意に選んだ 2t個の列ベクトルが一次独立で
あることが分かる．
さて，符号語 w = c0c1 · · · cn−1 は wHt = 0を満たすので，

c0h0
t + c1h1

t + · · ·+ cn−1hn−1
t = 0



ここでH = [h0 h1 · · ·hn−1]である．ここでwが最小重みを与えるとする．
上述のように H の列は任意の 2t個が一次独立であるので，c0, · · · , cn−1 のう
ちで 0でないものが少なくとも 2t+1個存在する．よって最小重み（すなわち
最小ハミング距離）は (2t+ 1)以上となる．

演習問題 5.11

1. 与えられた各 ci から d = 2891と n = 10807を用いてmi ≡ cdi (mod n)

により復号化すると，

m = m1m2m3m4m5 = 2515 2100 0715 2000 0920

= 25 15 21 00 07 15 20 00 09 20

これよりm =YOU GOT ITとなる．
2. Aはまず自己の復号化鍵Ad = 2891を用いてmからDAd(m) = 21092891 ≡
5482 (mod 10807)と計算する．さらに Bの公開鍵 Bk = (9797, 1543)を用
いると暗号文は c = EBk(DAd(m)) = 54821543 ≡ 7017 (mod 9797)となる．
c = 7017 を受け取った B は自己の復号化鍵 Bd = 1207 により DBd(c) =

70171207 ≡ 5482 (mod 9797)を得て，あとは公開されている Aの暗号化鍵
Ak = 11により m = 548211 ≡ 2109 (mod 10807)と（すなわち平文 “UI”

を）復号化する．


