
微分積分で何を学んだか（学習を終わって振り返る）

微分積分の学習目的は大きく分けて、微分積分の計算力を身につけることと、そ

れらの根拠である数学理論を理解することです。そのうちさまざまな分野におけ

る微分積分の応用において必要となる計算力は問題練習を繰り返すことによって

身につけることができます。一方、数学理論は細かなところにまで注意して厳密に

進められますので、ときには何を学んでいるのか見失うことも起りがちです。し

たがって、微分積分の学習が一通り終わった段階で、何を学んだかを振り返って

みることは、学習の成果を確実にするうえで大切です。細かなことは忘れるとし

ても何を学んだのかを確認しておくことは学習の成果に自信を与えてくれるに違

いありません。このファイルはそうした目的でつくられています。すべてを学ぶ

ことができなかった人についても、学び残したものが何であるかの概観をつかむ

ことは微分積分についてのいっそうの自信を与えてくれるでしょう。

1-1. 個数、もしくは、順番を表す 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, · · · , 100, · · · , 1000, · · ·
を自然数という。自然数は限りなくたくさんある（無限）。２つの自然数 n,mで

表せる分数
m

n
は、分子mを分母 nで割り算することによって、小数で表すことが

できるが、ある桁で割り切れて止まるもの（有限小数という）と、何桁かの数の

並びが無限に繰り返して続くもの（無限循環小数という）とがある。有限小数も、

0が無限に繰り返し続く無限循環小数と考えることができる。２つの自然数 n,m

で表せる分数
m

n
は無限循環小数（有限小数も含めた意味での）になるということ

には例外が無い。 逆に、正の無限循環小数は分母も分子も自然数となる分数で表

すことができる。

1-2. 整数とは、自然数と、数 0と、自然数にマイナス符号をつけた数を合わせた

ものである。整数mを自然数 nで割った数
m

n
を有理数という。有理数は正の有理

数と負の有理数と 0から成っている。有理数であれば（プラスマイナスの符号付の）

無限循環小数であり、無限循環小数であれば有理数である。無限循環しない小数

で表せる数を無理数という。たとえば、
√
2 = 1.41421356 · · · や π = 3.141516 · · ·

は無理数である。

1-3. 小数で表すことができる数を実数という。実数は有理数と無理数とからなる。
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実数は、また、正の実数と負の実数と 0からなる。整数の全体は無限集合である

が、整数の全体に番号を付けることができる。無限集合で全体に番号を付けるこ

とができるものを可付番無限集合であるという。有理数の全体は可付番無限集合

である。実数の全体および無理数の全体はは可付番無限集合ではない。

1-4. 文字式における文字は、数を一般的に表すものである。これを代数という。

数学ではさまざまな数学記号を用いるが、それによって一般的で論理的な、しか

も、いっそう複雑な思考を可能にする。

1-5. 　数の計算の基本は

(1) a+ b = b+ a, (2) a× b = b× a,

(3) a+ 0 = a, (4) a× 1 = a,

(5) (a+ b) + c = a+ (b+ c), (6) (a× b)× c = a× (b× c),

(7) a(b+ c) = ab+ ac, (8) (a+ b)c = ac+ bc

であり、これらを用いて性質

(9) a× 0 = 0, (10) (−a)× (−b) = a× b

などは導くことができる。減算は和の逆演算であり、b− aとは、a+ x = bをみた

す数 xのことである。また、除算は積の逆演算であり、b ÷ a（あるいは、
b

a
）と

は、a× x = bをみたす数 xのことである。したがって、0で割ることはできない。

1-6. 多項式は自然数と同じように加算、減算、乗算、余りのある除算を考えるこ

とができる。多項式P (x)が１次式 x−αで割れるための必要十分条件はαが方程

式 P (x) = 0の解であることである。これを因数定理という。

1-7. すべての自然数 nについて、

(a+ b)n = an + nan−1b+
n(n− 1)

2
an−2b2 + · · ·+ n!

k!(n− k)!
akbn−k + · · ·+ bn

がなりたつ。これを 2項定理という。

1-9. 実数の集合Aに属する実数 aは、Aに属するすべての実数 xについて x ≧ a

をみたすとき、Aの最小値minimumという。また、実数の集合Aに属する実数 a
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は、Aに属するすべての実数xについてx ≦ aをみたすとき、Aの最大値maximum

という。最大値や最小値が存在しない実数の集合もある。実数の集合Aに対して、

実数 cがAの上界 upper boundであるとは、Aに属するすべての実数 xについて、

x ≦ cがなりたつことである。実数の集合Aに上界があるとき、Aは上に有界であ

るという。上に有界な実数の集合Aについて、その上界全体の集合A∼には最小

値が存在する。このことを実数の連続性の公理といい、この最小値をAの上限と

いい、記号 supAで表す。下界、下に有界、下限も同じように考える。実数の連続

性の公理は微分積分学の基本となる公理である。

2-1. 数から数への対応関係を関数という。関数は関数記号 f を用いて一般に y =

f(x)と書き表す。ここで、xを独立変数、yを従属変数という。関数とは、数から

数への対応関係であるので、独立変数や従属変数にどのような文字を使うかは自

由である。

2-2. 　関数の独立変数がとりうる数の集合をその関数の定義域という。また、関

数の従属変数がとりうる数の集合を値域という。

2-4. 　関数y = f(x)と数c, Aについて、変数xが限りなくcに近づくとき、f(x)が

Aに近づくならば、記号 f(x) → A（x → cのとき、）、あるいは、記号 lim
x→c

f(x) = A

で表し、Aを xが限りなく cに近づくときの f(x)の極限値 limitという。

また、記号 x → c+は xが cより大きい方から c近づくことを、記号 x → c−は x

が cより小さい方から c近づくことを意味し、 lim
x→c+

f(x)を右極限値, lim
x→c−

f(x)を

左極限値という。右極限値と左極限値が異なることがあり、右極限値と左極限値

が一致するとき、それは極限値である。

x = cのまわりで定義された関数f(x)がx = cで連続であるとは、lim
x→c

f(x) = f(c)

がなりたつことである。関数 f(x)が x = cで右連続であるとは、 lim
x→c+

f(x) = f(c)

がなりたつことであり、関数 f(x)が x = cで左連続であるとは、 lim
x→c−

f(x) = f(c)

がなりたつことである。関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続であるとは、a < c < bを

みたすすべての cで連続であり、x = aで右連続であり、x = bで左連続であるこ

とである。

閉区間で連続な関数については最大値と最小値が存在する。これを最大値・最
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小値の存在定理という。また、閉区間 [a, b]で連続な関数 f(x)および f(a)と f(b)

の間の実数M に対して、f(c) = M をみたす実数 cが閉区間 [a, b]内に存在する。

これを中間値の定理という。最大値・最小値の存在定理と中間値の定理の証明に

おいては、実数の連続性を用いる。

2-5. 　正数 aと実数 xに対して aの x乗 axを性質

axay = ax+y

をみたす正数として定めることができる。このことの厳密な証明においては実数

の連続性を用いる。さらに、性質 (ax)y = axy がなりたつ。

2-6. 関数 axを aを底とする指数関数という。指数関数 axは a > 1のとき単調増

大であり、0 < a < 1のとき単調減少である。

2-7. a > 1　（あるいは、0 < a < 1）をみたす aを底とする指数関数 x = ayは

実数全体の集合 (∞,∞)を定義域とし正数の全体の集合 (0,∞)を値域とする単調

増大な（あるいは、単調減少な）連続関数であるので、中間値の定理より、正数

xに対して、ay = xをみたす実数 yがただ 1つ存在する。その実数 yを記号 loga x

で表し、aを底とする xの対数という。対数は性質

loga x+ loga y = loga xy, loga x
y = y loga x

をもつ。

2-8. 関数 y = loga xを aを底とする対数関数という。

対数関数の定義域は正数全体の集合 (0,∞)であり、値域は実数全体の集合 (−∞,∞)

である。対数関数 loga xは a > 1のとき単調増大、0 < a < 1のとき単調減少で

ある。

2-9. 　数列 (1 +
1

n
)nの nを限りなく大きくしたときの極限値

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)n

をネイピアの数という。ネイピアの数は lim
x→0

ex − 1

x
= 1をみたす。ネイピアの数

を底とする指数関数とネイピアの数を底とする対数関数は微積分学において特別

に重要な役割を果たす。
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2-10. 　複素平面上に原点を中心に半径 1の円を描く。実数 xに対して、この円

周上の点が表す複素数 exiを次のように定める。x = 0のときは、円周上の点 1+0i

とする。つまり、e0i = 1とする。x > 0のときは、点 1 + 0iから円周上を反時計

回りに距離 xだけ進んだ点が表す複素数を exiとする。x < 0のときは、点 1 + 0i

から円周上を時計回りに距離−xだけ進んだ点が表す複素数を exiとする。すべて

の実数 xに対して定められた exiは性質

exieyi = e(x+y)i, lim
x→0

exi − 1

x
= i

をみたす。

2-11. 　三角関数 sinxと cos xは直角三角形の辺の長さの比（三角比）により定

めるのが普通であるが、複素数 exiを用いて、

exi = cos x+ i sinx

によって定めることができる。このほうが、たくさんある三角関数の性質を証明

したり、覚えたりするうえでも便利であるとさえ言える。

3-1. 関数の増加減少の状態を表す関数が導関数である。関数 y = f(x)の導関数

を f ′(x) あるいは、 y′ あるいは、
dy

dx
あるいは、 (f(x))′ で表す。このよ

うに、導関数の表し方には、関数記号を用いるもの、従属変数を用いるもの、関

数記号も従属変数も用いないものがあるが、それぞれに利点がある。

3-2. 関数 y = f(x)の導関数 f ′(x)の x = aにおける値 f ′(a)は、

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

これは、

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

とも表すことができる。これらの等式の右辺の極限値はどんな関数 f(x)について

も定まるわけではない。極限値 f ′(a)が定まるとき、関数 f(x)は x = aで微分可

能であるといい、f ′(a)を関数 f(x)の x = aにおける微分係数という。関数 f(x)

が x = aで微分可能ならば、x = aで連続である。関数 f(x)が区間のすべての点
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で微分可能であるとき、f ′(x)はその区間で定義された関数となる。このときの関

数 f ′(x)が関数 f(x) の導関数である。

3-3. 関数の導関数は、そのたびに極限値を計算して求めるのではなく、公式を利

用して求めることが便利である。その公式の一つは

(xa)′ = axa−1

である。aが自然数の場合のこの公式は 2項定理を用いて導く。また、aが実数の

場合のこの公式は対数関数の導関数の公式を用いて導くことができる。関数の１

次結合、積、商の導関数を求める公式は、

(cf(x) + dg(x))′ = cf ′(x) + dg′(x), (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

(
g(x)

f(x)
)′ =

f(x)g′(x)− f ′(x)g(x)

f(x)2
(f(x) ̸= 0をみたす xで）

である。

3-4. 関数 y = f(t)に関数 t = g(x)を代入して得られる関数 y = f(g(x))を、関数

y = f(t)と関数 t = g(x)の合成関数という。合成関数の微分公式は、

(f(g(x))′ = f ′(g(x))g′(x),あるいは、
dy

dx
=

dy

dt

dt

dx

である。

3-5. 指数関数、対数関数、三角関数の導関数の公式は

(ex)′ = ex, (log x)′ =
1

x
, (sinx)′ = cos x, (cosx)′ = − sinx

である。これらの導関数の公式を用いることによって、複雑な関数の導関数を求

めることができる。指数関数の場合の導関数の公式は、lim
x→0

ex − 1

x
= 1を用いて導

く。また、対数関数の場合の導関数の公式は逆関数の導関数の公式を用いて導く

こともできる。さらに、三角関数の場合の導関数の公式は、lim
x→0

eix − 1

x
= iを用

いて導いた (exi)′ = iexiから導くことができる。

3-6. 微分可能な関数f(x)のx = aにおける微分係数f ′(a)は、x = aからx = a+h

まで変化したときのxの変化に対するf(x)の変化の割合（変化率）
f(a+ h)− f(a)

(a+ h)− a
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の、hを 0に限りなく近づけたときの極限値だから、関数 f(x)の x = aにおける

瞬間変化率である。したがって、f ′(a) > 0ならば、x = aにおいてこの関数は増

加しており、f ′(a) < 0ならば、x = aにおいてこの関数は減少している。

3-7. yを独立変数とし、xを従属変数とする関数 x = f(y)の値域に入る実数 xに

対して、x = f(y)をみたす実数 yがただ 1つであるとき、この関数 x = f(y)は 1

対１であるという。この yを y = g(x)で表すと、これは xを独立変数とし、yを

従属変数とする関数になっている。この関数 y = g(x)を関数 x = f(y)の逆関数で

あるという。

関数 x = g(y)が導関数を持ち、g′(y) > 0ならば、この関数は単調増加だから 1

対 1関数であり、逆関数を y = f(x)とすれば、y = f(x)は微分可能であり、

y′ =
1

g′(f(x))
, あるいは、

dy

dx
=

1

dx

dy

となる。これを逆関数の微分公式という。

3-8. サイン関数 x = sin yの定義域を [−π

2
,
π

2
]に制限すると値域は [−1, 1]であり、

dx

dy
= cos y > 0 (−π

2
< y <

π

2
)だから、単調増大になり、したがって、１対１だ

から、逆関数が存在する。この逆関数を y = sin−1 xで表し、インバースサイン関

数という。コサイン関数 x = cos yの定義域を [0, π]に制限すると値域は [−1, 1]で

あり、
dx

dy
= − sin y < 0 (0 < y < π)だから、単調減少になり、したがって、１

対１だから、逆関数が存在する。この逆関数を y = cos−1 xで表し、インバースコ

サイン関数という。タンジェント関数 x = tan y =
sin x

cos x
の定義域を (−π

2
,
π

2
)に制

限すると値域は (−∞,∞)であり、
dx

dy
=

1

cos2 y
> 0だから、単調増大になり、し

たがって、１対１だから、逆関数が存在する。この逆関数を y = tan−1 xで表し、

インバースタンジェント関数という。インバースサイン関数、インバースコサイ

ン関数、インバースタンジェント関数をそれぞれアークサイン関数、アークコサ

イン関数、アークタンジェント関数と呼ぶこともある。これらを総称して逆三角

関数という。

逆三角関数の導関数の公式は

(sin−1 x)′ =
1√

1− x2
, (cos−1 x)′ =

−1√
1− x2

, (tan−1 x)′ =
1

1 + x2

である。逆三角関数まで含めると、微分積分の対象となる関数の範囲がいっそう

広がる。
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3-9. 関数の導関数の導関数を２次導関数という。

関数 y = f(x)の導関数は f ′(x), (f(x))′, y′,
dy

dx
のいずれかで表したが、

２次導関数は f ′′(x), (f(x))′′, y′′,
d2y

dx2
のいずれかで表す。２次導関数は関数

のグラフ上の各点での曲線の曲がり方を表している。つまり、f ′′(a) > 0ならば、

関数 y = f(x)のグラフは x = aで下に凸であり、f ′′(a) < 0ならば、関数 y = f(x)

のグラフは x = aで上に凸である。

3-10. ３次導関数、４次導関数、· · ·、n次導関数も考えることができる。関数

y = f(x)について、n次導関数は f (n)(x), y(n),
dny

dxn
のいずれかで表す。

4-1. 閉区間 [a, b]で定義された関数f(x)が開区間 (a, b)で微分可能であり、 lim
x→a+

f(x) =

f(a)がなりたち（これを x = aで右連続という）、かつ、 lim
x→b−

f(x) = f(b)がなり

たつ（これを x = bで左連続という）ならば、
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) をみたす aと b

の間の点 ξが存在する。これを平均値の定理という。平均値の定理は、x = aから

x = bまでの関数の平均の変化率
f(b)− f(a)

b− a
に微分係数 f ′(ξ)（これは x = ξでの

接線の傾きになる）が等しくなる点 ξが aと bの間に存在するというものである。

4-2. 平均値の定理より、開区間 (a, b)で微分可能な関数 f(x)は、f ′(x) > 0 (a <

x < b)ならば単調増大であり、f ′(x) < 0 (a < x < b)ならば単調減少となる。こ

のことより、関数の導関数の値の符号をみることにより、関数の増加減少が判定

できる。

関数 f(x)が、ある開区間のすべての点で微分可能で、導関数 f ′(x)が連続である

とき、その区間でC1級であるという。ある開区間でC1級の関数 f(x)について、

その区間に属する２点 a, xに対して、f(x) = f(a) + f ′(ξ)(x − a) をみたす ξが a

と xの間に存在する。このことから、関数 f(x)が x = aの近くでC1級であれば、

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + o(|x − a|) がなりたつ。ここで、記号 o(|x − a|)は

lim
x→a

R(x)

x− a
= 0という性質を持つ高位の無限小と呼ばれる関数を意味するものであ

り、誤差項と考えることができるので、1次近似式 f(x) ≑ f(a) + f ′(a)(x− a) が

なりたつ。したがって、１次関数 y = f(a) + f ′(a)(x− a)は、関数 y = f(x)のグ
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ラフ上の点 (a, f(a))における接線の方程式である。

4-3. 関数 f(x)がある開区間で２次の導関数 f ′′(x)が存在して連続であるとき、そ

の区間でC2級であるという。ある開区間でC2級の関数 f(x)について、その区間

に属する２点 a, xに対して、

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2
f ′′(ξ)(x− a)2

をみたす点 ξが aと xの間に存在する。このことから、関数 f(x)が x = aのまわ

りでC2級であるとき、f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 + o((x− a)2)

がなりたつ。o(|x− a|2)を誤差項と考えれば、関数 f(x)の x = aの近くでの２次

近似式 f(x) ≑ f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 がなりたつ。

4-4. 関数 f(x)がある開区間で n次の導関数 f (n)(x)が存在して連続であるとき、

その区間でCn級であるという。ある開区間でCn級の関数 f(x)について、その区

間に属する２点 a, xに対して、

f(x) = f(a) +
1

1!
f ′(a)(x− a) +

1

2!
f ′′(a)(x− a)2 +

1

3!
f (3)(a)(x− a)3

+ · · ·+ 1

(n− 1)!
f (n−1)(a)(x− a)n−1 +

1

n!
f (n)(ξ)(x− a)n

をみたす ξが aと xの間に存在する。これをテイラーの定理という。テーラーの

定理は、性質が分からない関数を誤差項はあるものの多項式関数で表わすもので

ある。

4-5. 商の形をした関数
f(x)

g(x)
の極限値を考えるとき、分母の関数と分子の関数の

それぞれの極限値がともに 0、あるいは、∞になるときは、0

0
、あるいは、

∞
∞
と

なって、そのままでは極限値が決まらない。このようなものを不定形の極限値と呼

ぶ。f(a) = g(a) = 0をみたす x = aの近くで微分可能な関数 f(x), g(x)について、

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= Aならば、lim

x→a

f(x)

g(x)
= Aがなりたつ。これを不定形の極限値についてロ

ピタルの定理という。もう一つのロピタルの定理は、 lim
x→∞

f(x) = ∞, lim
x→∞

g(x) =

∞をみたす２つの微分可能な関数 f(x), g(x)について、 lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= Aならば、

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= A がなりたつというものである。
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5-1. F ′(x) = f(x)がなりたつとき、関数F (x)は関数 f(x)の原始関数という。関

数 f(x)の原始関数の 1つをF (x)とするとき，関数 f(x)の原始関数の全体の集合は

{ F (x)+c | cは実数 }である．関数 f(x)の原始関数の全体の集合を記号

∫
f(x)dx

で表し，f(x)の不定積分という。

5-2. 関数 f(x)は導関数 f ′(x)の原始関数だから，

∫
f ′(x)dx = f(x)+ c がなりた

つ。すなわち，関数を微分して得られる導関数を不定積分すればもとの関数が得

られるということ，つまり，不定積分は微分の逆演算である。したがって、導関

数の公式のそれぞれから次の不定積分の公式が得られる。∫
xadx =

1

a+ 1
xa+1 (a ̸= −1のとき)∫

1

x
dx = log |x|,

∫
exdx = ex∫

cos xdx = sinx,

∫
sin xdx = − cos x,

∫
1

cos2 x
dx = tanx,∫

(cf(x) + dg(x))dx = c

∫
f(x)dx+ d

∫
g(x)dx,∫

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−
∫

f(x)g′(x)dx,∫
f(x)dx =

∫
f(g(t))g′(t)dtただし，x = g(t)

5-3. 不定積分はこれらの公式を使って計算するが、不定積分の計算はいつでもで

きるわけではない。

5-4. 逆三角関数が加わると，不定積分を計算ができる関数の範囲が大きく広がる。

5-5. 関数とその導関数の関係を与える等式を微分方程式という．左辺には yが付

いたものばかり，右辺には xが付いたものばかりの等式が得られる微分方程式を

変数分離形の微分方程式という。変数分離形の微分方程式は変数分離して、両辺

の不定積分を計算することによって解を求める。

5-6. y′ = f( y
x
)という形をした微分方程式を同次形の微分方程式という。同次形の

微分方程式は u = y
x
と変数変換することにより，変数分離形の微分方程式になる。
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5-7. y′ + P (x)y = Q(x) の形をした微分方程式を 1階線形微分方程式という。1

階線形微分方程式については y = e−
∫
P (x)dx(

∫
e
∫
P (x)dxQ(x)dx + c) という解の公

式がある。

6-1. 記号

∫ b

a

f(x)dxは、関数 f(x)のx = aからx = bまでの定積分と読む。F (x)

を連続関数 f(x)の原始関数とするとき、定積分

∫ b

a

f(x)dxの値は,∫ b

a

f(x)dx = F (b)−F (a)によって計算できる。特に、閉区間 [a, b]上で定義された

C1級の関数 f(x), g(x)について、

∫ b

a

f ′(x)g(x)dx =
[
f(x)g(x)

]b
a
−
∫ b

a

f(x)g′(x)dx

がなりたつ。これを定積分につての部分積分の公式という。また、C1 級の関数

x = g(t)が g(α) = a, g(β) = bをみたすならば、∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(g(t))g′(t)dt

がなりたつ。これを定積分についての置換積分の公式という。定積分は曲線で囲

まれる図形の面積を意味する。

6-2. 定積分の定義は次のように行なう。閉区間 [a, b]で定義された有界な関数 f(x)

を考える。閉区間 [a, b]内に n個の点をとった分割∆ : a = x0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn = bに対して、分割∆の i番目の小区間 [xi−1, xi]における関数 f(x)の値

の下限をmiで、上限をMiとするとき、底辺の長さ xi−xi−1、高さmiの長方形の

面積を n個の iについて加えた合わせたものを s(∆)、また、底辺の長さ xi− xi−1、

高さMiの長方形の面積を n個の iについて加え合わせたものを S(∆)とする。す

べての分割∆についての s(∆)の上限を sとし、すべての分割∆についての S(∆)

の下限を Sとすると、s ≦ Sがなりたつ。特に s = Sがなりたつとき、関数 f(x)

は閉区間 [a, b]で積分可能であるという。このとき一致した値を閉区間 [a, b]におけ

る関数 f(x)の定積分といい、記号

∫ b

a

f(x)dxで表す。閉区間 [a, b]で連続な関数

f(x)は [a, b]で積分可能である。

6-3. 閉区間 [a, b]で連続な関数f(x)について、G(t) =

∫ t

a

f(x)dxと置くと、G′(t) =
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f(t) がなりたつ。これを微積分学の基本定理という。G(x)は f(x)の原始関数だ

ということだから、定積分

∫ b

a

f(x)dx = G(b)は f(x)の原始関数を用いて計算で

きるという定積分の計算法が保証されたことになる。

6-4. 閉区間 [α, β]で定義された２つの連続な関数 x = f(t), y = g(t)が与えられ

たとき、(x, y)平面上の点 (f(t), g(t))を考え、変数 tを動かすと曲線を描く。この

曲線の長さは

∫ β

α

√
f ′(t)2 + g′(t)2dt となる。

7-1. ２つの数の組 (x, y)を与えるごとに１つの数 z = f(x, y)が決まる対応関係

を２変数関数という。2変数 z = f(x, y)の yを定数と見て変数 xの 1変数関数と

考えたときの導関数を記号
∂z

∂x
で表し、zの xについての偏導関数という。また、

xを定数と見て変数 yの 1変数関数と考えたときの導関数を記号
∂z

∂y
で表し、zの

yについての偏導関数という。２つの偏導関数
∂z

∂x
,
∂z

∂y
はそれぞれ fx(x, y), fy(x, y)

で表す表し方もある。偏導関数を求めることを、関数を偏微分するという。

関数 z = f(x, y)の偏導関数 fx(x, y)と fy(x, y)の (x, y) = (a.b)における値はそ

れぞれ　　　　　　

fx(a, b) = lim
h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
, fy(a, b) = lim

k→0

f(a, b+ k)− f(a, b)

k

であるが、これら fx(a, b) と fy(a, b) がともに定まるとき、関数 z = f(x, y) は

(x, y) = (a, b)で偏微分可能であるという。また、fx(a, b)と fy(a, b)をそれぞれ

(x, y) = (a, b)における xについての偏微分係数、yについての偏微分係数という。

偏微分係数 fx(a, b)は点 (a, b)における x軸方向の関数の増加減少率を、偏微分係

数 fy(a, b)は点 (a, b)での y軸方向の関数の増加減少率を表す。

7-2. ２変数関数 z = f(x, y)に２つの１変数関数 x = h(t), y = k(t)を代入す

ると１変数の合成関数 z = f(h(t), k(t))が得られる。１変数関数の場合は微分可

能な関数と微分可能な関数の合成関数は微分可能であるが、２変数関数の場合に

は、z = f(x, y)が偏微分可能で、x = h(t)と y = k(t)が微分可能でも、合成関数

z = f(h(t), k(t))は必ずしも微分可能にはならない。ここに多変数関数特有の事情

がある。
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２変数関数ϵ(x, y)は、
√
(x− a)2 + (y − b)2が0に限りなく近づくとき、

|ϵ(x, y)|√
(x− a)2 + (y − b)2

が 0に近づくならば、
√
(x− a)2 + (y − b)2よりも高位の無限小であるといい、記

号 ϵ(x, y) = o(
√
(x− a)2 + (y − b)2)で表す。また、　 2変数関数 f(x, y)は、

f(x, y) = f(a, b) + A(x− a) +B(y − b) + o(
√
(x− a)2 + (y − b)2)

をみたす２つの定数AとBが存在するとき、点 (a, b)で全微分可能であるという。

関数 f(x, y)は点 (a, b)で全微分可能であるならば、点 (a, b)で偏微分可能であり、

f(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) + o(
√
(x− a)2 + (y − b)2)

がなりたつ。偏微分可能であっても全微分可能でない関数が存在する。

２変数関数 z = f(x, y)は、偏導関数
∂z

∂x
,
∂z

∂y
が定まり、これらの偏導関数がと

もに連続関数であるとき、C1級であるという。関数 f(x, y)が点 (a, b)の近くでC1

級であれば、点 (a, b)で全微分可能である。

２変数関数 z = f(x, y)がC1級であり、２つの１変数関数 x = g(t), y = h(t)が

微分可能ならば、合成関数 z = f(g(t), h(t))について、

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

dy

dy

dt

という合成関数の微分公式がなりたつ。

２変数関数 z = f(x, y)がC1級であり、２つの２変数関数 x = g(u, v), y = h(u, v)

が偏微分可能ならば、これらの合成関数である２変数関数 z = f(g(u, v), h(u, v))

は偏微分可能であり、

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
,

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v

という合成関数の偏微分公式がなりたつ。

7-3. ２変数関数 z = f(x, y)のxについての偏導関数
∂z

∂x
（または、fx(x, y)）は２

変数関数であり、そのxについての偏導関数を
∂2z

∂x2
（または、fxx(x, y)）で表し、y

についての偏導関数を
∂2z

∂y∂x
（または、fxy(x, y)）で表す。同様に、z = f(x, y)の

yについての偏導関数
∂z

∂y
（または、fy(x, y)）の、xについての偏導関数を

∂2z

∂x∂y

（または、fyx(x, y)）で、yについての偏導関数を
∂2z

∂y2
（または、fyy(x, y)）で表
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す。これら
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂y∂x
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2
（または、fxx(x, y), fxy(x, y), fyx(x, y), fyy(x, y)）

を z = f(x, y)の２次偏導関数という。２変数関数 z = f(x, y)は、その４つの２

次偏導関数が定まって、すべて連続であるとき、C2級であるという。２変数関数

z = f(x, y)が点 (a, b)の近くで C2級であれば、fyx(a, b) = fxy(a, b) がなりたつ。

つまり、偏微分する順序によらない。

7-4. 点 (a, b)の近くでC2級の２変数関数 f(x, y)について、近似式

f(x, y) ≑ f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

+
1

2
fxx(a, b)(x− a)2 + fxy(a, b)(x− a)(y − b) +

1

2
fyy(a, b)(y − b)2

がなりたつ。

7-5. C2級の２変数関数 f(x, y)が (x, y) = (a, b)において fx(a, b) = fy(a, b) = 0を

みたすとする。このとき、fxx(a, b)fyy(a, b)−fxy(a, b)
2 > 0　かつ、fxx(a, b) > 0なら

ば、関数 f(x, y)は点 (a, b)で極小値をとる。また、fxx(a, b)fyy(a, b)−fxy(a, b)
2 > 0

　かつ、fxx(a, b) < 0ならば、関数 f(x, y)は点 (a, b)で極大値をとる。

7-6. 点 (a, b)のまわりで定義された C1級の２変数関数 F (x, y)が F (a, b) = 0お

よび Fy(a, b) ̸= 0をみたすならば、x = aのまわりで定義された関数 y = f(x)

で f(a) = bおよび F (x, f(x)) = 0をみたすものが存在する。これを陰関数の

存在定理という。この陰関数の存在定理を用いると、２つの C1級の２変数関数

F (x, y), G(x, y)について、関数 F (x, y)を集合 Λ = { (x, y) | G(x, y) = 0 }に制限
したときの極値をとる点 (a, b)でGx(a, b)

2 + Gy(a, b)
2 ̸= 0をみたすならば、３変

数関数H(x, y, λ) = F (x, y)− λG(x, y)について、Hx(a, b, λ) = Hy(a, b, λ) = 0 を

みたすような数 λが存在することが言える。これは、条件G(x, y) = 0のもとでの

関数 F (x, y)の極値をとる点を３変数関数H(x, y, λ)の極値として見つけ出す方法

を与えるものであり、グランジュの未定乗数法という。

8-1. 閉区間 [a, b]上で定義された２つの連続な関数 g(x), h(x)（ただし、h(x) ≦
g(x) (a ≦ x ≦ b)）で挟まれた縦線型集合D = { (x, y) | h(x) ≦ y ≦ g(x), a ≦
x ≦ b } 上の連続関数 f(x, y)について、

∫∫
D

f(x, y) dxdyを f(x, y)のDにおける
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２重積分という。この 2重積分は∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

{
∫ g(x)

h(x)

f(x, y) dy}dx

と累次積分によって計算できる。被積分関数が f(x, y) ≧ 0をみたすとき、この２

重積分は、座標空間の曲面 z = f(x, y)と (x, y)平面とで挟まれた集合Dの範囲で

の柱体の体積を意味する。

8-2. 2重積分のきちんとした定義は次の通りである。まず、閉長方形集合 [a, b]×
[c, d] = { (x, y) | a ≦ x ≦ b, c ≦ y ≦ d } 上で 2変数関数 f(x, y)の２重積分

を定義する。閉区間 [a, b]に分点 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = bと閉区間 [c, d]

に分点 c = y0 < y1 < y2 < · · · < ym = dをとってできる閉長方形集合 [a, b]× [c, d]

の小長方形集合への分割を記号

∆ : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < y2 < · · · < ym = d

で表す。この分割の (i, j)番目の小長方形集合 [xi−1, xi]×[yj−1, yj] = { (x, y) | xi−1 ≦
x ≦ xi, yj−1 ≦ y ≦ yj } における関数 f(x, y)の上限をMij、下限をmi,jとし、小

長方形集合の面積 (xi − xi−1)(yj − yj−1)に高さMij を掛けた直方体の体積の総和

を S(∆)、高さmij を掛けた直方体の体積の総和を s(∆)とする。すべての分割∆

についての S(∆)の下限を S、s(∆)の上限を sとすると、s ≦ Sがなりたつ。特

に、s = Sがなりたつとき、２変数関数 f(x.y)は閉長方形集合 [a, b]× [c, d]上で２

重積分可能であるという。また、一致した値を f(x.y)の [a, b]× [c, d]上での２重積

分の値といい、記号

∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y) dxdy で表す。

座標平面の集合 Dに対して、Dに属する点では値 1をとり、Dに属さない点

では値 0をとる２変数関数を記号 1D(x, y)で表し、Dの定義関数という。閉区間

[a, b]上で定義された２つの連続な関数 g(x), h(x)で挟まれた縦線型集合Dで連続

な関数 f(x, y)について、関数 f(x, y)1D(x, y)は２重積分可能である。２重積分の

値

∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y)1D(x, y)dxdyを

∫∫
D

f(x, y) dxdy で表す。この２重積分の値

は累次積分によって計算できる。

２つの C1級の関数 u = g(x, y), v = h(x, y)によって、(x, y)平面の集合Dが

(u, v)平面の集合Eに 1対 1に写るとき、集合E上の連続関数 f(u, v)の２重積分

と合成関数 f(g(x, y), h(x, y))の２重積分の間に∫∫
E

f(u, v) dudv =

∫∫
D

f(g(x, y), h(x, y))|∂(u, v)
∂(x, y)

| dxdy

がなりたつ。これを２重積分の置換積分の公式という。ここで、2次の行列式の値
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で定まる

∂(u, v)

∂(x, y)
(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂x
(x, y)

∂u

∂x
(x, y)

∂v

∂y
(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣ =
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x

は u = g(x, y), v = h(x, y)のヤコビアンという。

8-4. (u, v)平面の長方形集合D = { (u, v) | a ≦ u ≦ b, c ≦ y ≦ d }で定義さ
れた３つの関数 x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) が C1級であるとき、曲面

S : x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) ((u, v) ∈ D)の曲面積は∫∫
D

√
(
∂(y, z)

∂(u, v)
)2 + (

∂(z, x)

∂(u, v)
)2 + (

∂(x, y)

∂(u, v)
)2 dudv

に等しい。

8-5. n変数関数f(x1, x2, · · · , xn)のn重積分

∫∫
· · ·

∫
D

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn

も２重積分と同じように考えることができ、n重積分の値も積分を n回行なう累

次積分によって求めることができる。n重積分の置換積分の公式も、n次の行列式

で定まるヤコビアンを用いて表せる。

9-2. 関数の極限 lim
x→a

f(x) = Aの ϵ-δ 論法による定義は、ϵ > 0に対して、0 <

|x− a| < δをみたす xについて |f(x)−A| < ϵがなりたつような δ > 0が存在する

ことである。

9-3. lim
x→a

f(x) = Aと lim
x→a

g(x) = Bがなりたっているとき、(1) lim
x→a

(f(x)+g(x)) =

A+B (2) lim
x→a

cf(x) = cA (cは定数) (3) lim
x−a

f(x)g(x) = AB (4) A ̸= 0の

とき、lim
x→a

g(x)

f(x)
=

B

A
がなりたつ。

9-5. 数列の極限 lim
n→∞

an = aの ϵ-N 論法による定義は、ϵ > 0に対して、n ≧ N

ならば、|an − a| < ϵがなりたつ自然数N が存在することである。
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9-6. lim
n→∞

an = aと lim
n→∞

bn = b がなりたつとき、(1) lim
n→∞

(an + bn) = a + b

(2) lim
n→∞

can = ca (3) lim
n→∞

anbn = ab (4) a ̸= 0のとき、 lim
n→∞

bn
an

=
b

a
がなり

たつ。

lim
n→∞

an = aがなりたつとき、 lim
n→∞

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
n

= aがなりたつこと

を ϵ−N論法で証明できるが、このことの説得力のある説明を ϵ-δ論法によらずに

与えることは困難である。

9-7. lim
x→a

f(x) = Aがなりたつための必要十分条件は lim
n→∞

an = a, an ̸= a (n =

1, 2, 3, · · · )をみたす数列 anについて、 lim
n→∞

f(an) = Aがなりたつことである。関

数の極限と数列の極限についてのこの関係は極限の議論においてたびたび用いら

れる。

９－８、 (x, y)が点 (a, b)に近づくとは、これら２点間の距離
√

(x− a)2 + (y − b)2

が 0に近づくことである。また、点列 (an, bn), n = 1, 2, 3, · · · が点 (a0, b0)に近

づくとは、 lim
n→∞

√
(an − a0)2 + (bn − b0)2 = 0がなりたつことである。したがっ

て、 lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = A の ϵ − δ 論法による定義は、ϵ > 0 に対して、0 <√
(x− a)2 + (y − b)2 < δをみたす (x, y)について |f(x, y) − A| < ϵ がなりたつ

ような正数 δが存在することである。

10-1. 実数の連続性の公理と「上に有界な単調非減少数列は極限値が存在する。」

とは同値である。

10-2. 実数の連続性の公理を用いて、有界な数列は収束する部分列を持つことを

示すことができる。

10-3. 実数列 a1, a2, · · · , an, · · · がコーシー列であるとは、任意の正数 ϵに対して、

n,m ≧ N ならば、|an − am| < ϵ となるような自然数N が存在することである。

実数の連続性を用いることにより、数列が収束することとコーシー列であること

は同値であることを示すことができる。
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10-4. 閉区間 [a, b]の各点xを中心とするxに依存する長さδ(x)の開区間Uδ(x)(x) =

(x−δ(x), x+δ(x))が与えられているとき、[a, b]はこのうちの有限個Uδ(x1)(x1), Uδ(x2)(x2),

· · · , Uδ(xk)(xk)の和集合の部分集合になることを実数の連続性を用いて示すことが

できる。

10-5. 次の性質 (1),(2),(3),(4)をみたす実数の集合R−とR+を与えることをデデ

キント切断という。

(1) R−に属する数よりも小さい数はR−に属する。

(2) R+に属する数よりも大きい数はR+に属する。

(3) R−とR+とのどちらにも属する数はない。(R− ∩R+ = ∅)

(4) すべての実数はR−またはR+に属する。(R− ∪R+ = R)

デデキント切断R−, R+において、R−に最大値があり、R+に最小値があるとい

うことは起こらない。この性質は実数の連続性の公理と同値である。。

10-6. 閉区間 [a, b]で定義された連続関数 f(x)について、(1)値域は有界である。

(2)[a, b]の中に最大値をとる点と最小値をとる点が存在する。(3)f(a) < M < f(b)

または、f(a) > M > f(b)がなりたつとき、f(c) = Mをみたす c (a ≦ c ≦ b)が存

在する。(4)正数 ϵに対して、|x− x′| < δ, a ≦ x, x′ ≦ bならば、|f(x)− f(x′)| < ϵ

をみたす ϵに依存しない正数 δが存在する (一様連続性）。がなりたつ。

10-7. 座標平面上の集合Dが閉集合であるとは、Dに属する点列が収束するなら

ば、収束点もまたDに属することである。座標平面上の有界閉集合Dの各点 (x, y)

に、その点を中心とする（点 (x, y)に依存する）半径 δ(x, y)の開球Uδ(x,y)(x, y)が与

えられているとき、そのうちの有限個の開球 Uδ(x1,y1)(x1, y1), Uδ(x2,y2)(x2, y2), · · · ,
Uδ(xk,yk)(xk, yk)を取り出して、Dがそれら有限個の開球の和集合の部分集合とな

るようにできる。

10-8. 有界閉集合Dで定義された連続関数 f(x, y)について、(1)値域は有界であ

る。(2)最大値をとる点と最小値をとる点がDに存在する。(3)正数 ϵに対して、√
(x− x′)2 + (y − y′)2 < δ, (x, y) ∈ D, (x′, y′) ∈ Dならば、|f(x, y)−f(x′, y′)| < ϵ

をみたす ϵに依存しない正数 δが存在する（一様連続性）。がなりたつ。
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