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はじめに

計算問題を上手く解くことができると楽しくなる。複雑であればあるほど喜

びは大きい。自らの力で解くことができなくても、上手く解いたものを見せて

くれると嬉しくなる。ただし、解けるか解けないかを試されているような問題

はあまり快いものではない。そうした中にあって力学は、計算するだけでなく

対応する現象を考えるということが加わるので、面白さは格別である。さらに、

力学を学習することによって計算力が身につくに違いない。こうした思いが著

者には強い。その思いでもって本書をつくった。結果として、数学的色彩がい

くらか強い力学なったようである。しかし、複雑なものであってもできるだけ

丁寧に説明するように心がけた。

もともと、アイザック・ニュートンが力学と微積分学を発表したのが１６６

５年とその翌年であったように、両者は切り離すことができないものとして誕

生した。その後の物理学と数学はそれぞれの対象を広げ、しかも、それぞれの

特色を強めることで発展した。実験や観察から得られる事実を柱とする物理学

と、論理的な整合性を重視する数学へと別れてきたとも言えるが、両者はそれ

ぞれの特性を発揮するとともに互いに補いあいながら発展してきたのである。

しかし、教育を見る限り、両者のつながりが希薄になってきていることが気が

かりである。両者のつながりを学習においていくらかでも回復したいというこ

とも、本書をつくるにあたっての著者の気持ちである。本書をつくるにあたり、

主に次の２冊を参考にした。

阿部龍蔵、力学｛新訂版｝、サイエンス社

中山正敏、基礎力学、華裳房、

　

なお、作図は統計ソフト Rを用いた。
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第1章

数学からの準備

この章では力学の学習に必要な数学を準備する。内容は数学のテキストによ

り詳しく説明されている。数学のテキストでそれらをあらためて学習すること

を求める意味でなく、書いてある場所を知ることで安心できるために、それぞ

れ下記の２冊のテキストにおいて詳しく説明されているページを [押川ー線型代

数 p.]、[押川ー微分積分 p.]によって示す。

押川元重著『テキスト線型代数』サイエンス社

押川元重著『テキスト微分積分』サイエンス社

1.1 指数関数と対数関数

aを正数とするとき、実数 xに対して、正数 ax を、性質

ax1ax2 = ax1+x2

をみたすように定めることができる [押川ー微分積分 p.30]。次の性質はこの性

質より導くことができる。

a0 = 1, a
1
2 =

√
a, a−x =

1

ax

例えば、a = 2のとき、
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22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, · · · , 210 = 1024, · · ·

となり、a = 0.1のとき、

0.12 = 0.01, 0.13 = 0.001, 0.14 = 0.0001, · · ·

となる。一般に a > 1のときは、xが大きくなるにつれて、ax は急速に大き

くなり、0 < a < 1のときは、xが大きくなるにつれて、ax は急速に 0に近づ

く。ax を aを底とする指数関数という。自然科学において主に使われるのは

数 eを底とする指数関数 ex である。ネイピアの数とも呼ばれる数 eは、数列

(1 +
1

n
)n が nが大きくなるとき近づく数のことであり、e = 2.718 · · · という

無理数である。

a を a > 1 または 0 < a < 1 をみたすものとするとき、正数 x に対して、

ay = xをみたす実数 yが唯一つ定まるので、その yを loga xで表わす。loga x

を aを底とする対数関数という。対数関数の最も大切な性質は

loga x1x2 = loga x1 + loga x2

がなりたつことである。底がネイピアの数 eのときの対数関数 loge xを自然対

数といい、記号 lnxで表わす。また、底が 10のときの対数関数 log10 xを常用

対数という。常用対数は底を書かない記号 log xで表わすこともあるが、自然

対数を底を書かない log xで表わすこともあるので、どちらであるか注意が必

要である。

1.2 弧度法と三角関数

角の大きさは半径 1の円の弧の長さで測ることができる（図 1-1）。これが弧

度法である（弧度法による角の大きさの単位はラジアンであるが、書かないこ

とが多い）。弧度法においては角を測る向きが反時計回りならプラス、時計回り

ならマイナスの符号をつけて考えることができる。半径が 1の円周の長さは 2π
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だから、360度に相当する角は弧度法で 2πn, n = ±1,±2, · · · と表せる。

半径 aの円において、弧度法で角 θに対する円弧の長さは aθである（図 1-2）。

三角関数 sin θ, cos θを学んだ後で eの虚数乗 eiθ を学ぶというのが普通であ

るが、ここでは逆に、eiθ を先に導入し、その上で、sin θ, cos θを導入する。そ

のほうが三角関数の本質を示しいるために、三角関数のいくつもの性質を導く

のが容易であり、それらを誤ることなく使うことができるからである。

（１）複素数 z = x+ iyに対して、座標平面上の点 (x, y)を対応させる（図 1-3）。

このときの座標平面を複素平面という。複素平面の原点Oを中心にした半径 1

の円を考える。P = 1+0iはその円周上の点である。θ > 0のとき、点 Pから、

時計の反対まわりに円周上を θ進んだ円周上の点が表わす複素数を eiθ で表わ

す。θ < 0のとき、点 Pから、時計まわりに円周上を −θ進んだ円周上の点が

表わす複素数を eiθ で表わす。θ = 0のときは、e0i = 1とする（図 1-4）。複素

数 eiθ の実部を cos θ、虚部を sin θになっている。すなわち、

eiθ = cos θ + i sin θ

がなりたっている。この等式によって、cos θ と sin θ を定めることもできる。

実数 θに対して定めた eiθ は性質

eiθ1eiθ2 = ei(θ1+θ2)

をみたす。この等式はコサイン関数とサイン関数の加法公式から導くことがで

きるが、この公式を直接に証明して [押川ー微分積分 p.42]、この等式を用いて

コサイン関数とサイン関数の加法公式を導くこともできる。

たとえば、

cos(θ +
π

2
) + i sin(θ +

π

2
) = ei(θ+

π
2 ) = ei

π
2 eiθ

= i(cos θ + i sin θ) = − sin θ + i cos θ

の最左辺と最右辺の実部と虚部を等しいと置くことにより、性質

cos(θ +
π

2
) = − sin θ, sin(θ +

π

2
) = cos θ

8



を得る。さらにまた、1 = |eiθ|2 = | cos θ + i sin θ|2 より、

sin2 θ + cos2 θ = 1

を得る。三角関数 cos θ, sin θについてのほかの公式も eiθ の性質から導くこと

ができる。

（２）２つの実数 c1, c2 について、

c1 sinx+ c2 cosx = A sin(x+ α)

となる正数 A と実数 α が存在する。なぜなら、A =
√
c21 + c22 と置けば、

|c1
A

+ i
c2
A
| = 1だから、 c1

A + i c2A = eiα をみたす実数 αが存在するから、

A cos(x+ α) + iA sin(x+ α) = Aei(x+α) = Aeiαeix

= (c1 + ic2)(cosx+ i sinx)

= (c1 cosx− c2 sinx) + i(c1 sinx+ c2 cosx)

がなりたつので、最左辺の虚部と最右辺の虚部が等しいと置けばよい。

1.3 ベ ク ト ル

３つの実数 ax, ay, az を縦に並べて両側から括弧で挟んだ


ax

ay

az

を３次元

数ベクトルという。３次元数ベクトルは一般に、a =


ax

ay

az

と太文字で表す。
互いに直交し原点で交わる３つの数直線が置かれた空間を座標空間といい、

３つの数直線をそれぞれ x軸、y軸、z軸という。空間の点 Pから３つの軸にそ
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れぞれ下ろした垂線の足の座標を x, y, z とするとき、それらを並べた (x, y, z)

を点 Pの座標といい、記号 P = (x, y, z)で表す（図 1-5）。

座標空間の点 A = (x1, y1, z1)から点 B = (x2, y2, z2)へ引いた矢印を Aを

始点とし Bを終点とする矢線ベクトルといい、記号
−→
ABで表す（図 1-6）。この

とき、３次元数ベクトル


x2 − x1

y2 − y1

z2 − z1

を矢線ベクトル −→
ABの成分という。始

点が異なっても成分が等しい矢線ベクトルは同じとみなす。すなわち、方向と

長さが等しい矢線ベクトルは置かれている位置が異なっても同じとみなす。さ

らに、それらの成分である３次元数ベクトルとも同じものとみなす。

a =


ax

ay

az

を成分とする矢線ベクトルを −→
PQとし、b =


bx

by

bz

を成分

とする矢線ベクトルを
−→
QRとするとき、数ベクトルの和 a+b =


ax + bx

ay + by

az + bz


は矢線ベクトルを

−→
PRの成分である（図 1-7）。

大きさと方向をもつベクトルに対して、数をスカラーという。

1.4 ベクトルのスカラー積

３次元数ベクトル a =


ax

ay

az

に対して、数√a2x + a2y + a2z を aの大き

さ、あるいは、ノルムといい、記号 |a|で表す [押川ー線型代数 p.146]。|a|は
aを成分とする矢線ベクトルの長さである。
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２つの数ベクトル a =


ax

ay

az

 , b =


bx

by

bz

に対して、数 axbx + ayby +

azbz を aと bのスカラー積または内積といい、記号 a · bで表す [押川ー線型

代数 p.145]。

a · b = axbx + ayby + azbz

aを成分とする矢線ベクトルを
−→
PQとし、bを成分とする矢線ベクトルを

−→
PR

とし、∠QPRを θとするとき、

a · b = |a||b| cos θ

がなりたつ（図 1-8）。したがって、a · b = 0がなりたつとき、θ = π
2（直角）

となるので、aと bは直交するという。

1.5 ベ ク ト ル 積

４つの数または文字式を２行２列に並べ、両側から縦棒で挟んだものを２次

の行列式という。２次の行列式

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣に対して、ad− cdをこの２次の行列

式の値といい、 ∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

で表す。２次の行列式の値については∣∣∣∣∣ a c

b d

∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ c a

d b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a a

b b

∣∣∣∣∣ = 0

がなりたつ。
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i, j,k はそれぞれ単位ベクトル i =


1

0

0

 , j =


0

1

0

 ,k =


0

0

1

 を

表わすものとする。２つの３次元数ベクトル a =


ax

ay

az

 , b =


bx

by

bz

に
対して定まる３次元数ベクトル∣∣∣∣∣ ay by

az bz

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ az bz

ax bx

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ ax bx

ay by

∣∣∣∣∣k
を記号 a× bで表わし、aと bのベクトル積、あるいは、外積ベクトルという

（図 1-9）。

a× b =

∣∣∣∣∣ ax bx

ay by

∣∣∣∣∣k +

∣∣∣∣∣ ay by

az bz

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ az bz

ax bx

∣∣∣∣∣ j
ここでは、覚えやすいように、また、誤らないように、第 1項はベクトル a, b

の x成分と y 成分を並べた２次の行列式と z 成分が 1の単位ベクトル k から

なり、第 2項はベクトル a, bの y 成分と z 成分を並べた２次の行列式と x成

分が 1の単位ベクトル iからなり、第 3項はベクトル a, bの z 成分と x成分

を並べた２次の行列式と y 成分が 1の単位ベクトル j からなるという具合に、

xyz, yzx, zxyと循環する順に並べ換えている。慣れるために、まず、例題で計

算してみる。

例 1-1，a =


1

3

1

 , b =


2

4

2

について、ベクトル積 a× bを求める。


1

3

1

×


2

4

2

 =

∣∣∣∣∣ 1 2

3 4

∣∣∣∣∣k +

∣∣∣∣∣ 3 4

1 2

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ 1 2

1 2

∣∣∣∣∣ j
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= −2×


0

0

1

+ 2×


1

0

0

+ 0×


0

1

0

 =


2

0

−2



なお、３次の行列式を用いると外積ベクトルは

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax bx i

ay by j

az bz k

∣∣∣∣∣∣∣∣
と表すことができる。外積ベクトルいついては、性質

a× b = −b× a および、 a× a = 0

(a× b) · a = 0

(a× b) · b = 0

|a× b| =
√

(aybz − azby)2 + (azbx − axbz)2 + (axby − aybx)2

がなりたつ。つまり、ベクトル積 a× bは、aおよび bに直交するベクトルで

ある。また、その大きさ
√
(aybz − azby)2 + (azbx − axbz)2 + (axby − aybx)2

は、aと bからできる平行四辺形の面積に等しい [押川ー線型代数 p.169]。な

お、aおよび bに直交する方向は２つあるが、右手において、親指、人差し指、

中指が互いに直交するように整えて、aを親指方向のベクトル、bを人差し指方

向のベクトルとするとき、ベクトル積 a×bは中指方向のベクトルとなる（これ

を右手系という）。例えば、iと jからできる平行四辺形の面積は 1であり、iお

よび j に直交する大きさが 1のベクトルは kまたは−kであるが、i× j = −k

ではなく i× j = kである。外積ベクトルの向きについては、ベクトル aから

ベクトル bのほうに右ネジを回すとき、ネジが進む方向が外積ベクトル a× b

の向きであるという覚え方をしてもよい。

外積ベクトルは力学において重要な役割を果たす。しかも、外積ベクトルの

方向を誤ると混乱がおこる恐れがあるので、計算においては、x成分、y成分、

z 成分の順序を守り、作図において xyz 座標軸を書くときは右手系になるよう
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に、すなわち、x軸を親指方向、yを人差し指方向とするとき、z軸が中指方向

となるように描く（図 1-10）。図 1-11の記号 z⊕は z 軸が紙面の表側（手前）

向きであることを、また、記号 z⊖は z 軸が紙面の裏側（奥）向きであること

を意味する。

座標平面における矢線ベクトルも座標空間の場合と同じように考える。座標

平面の

(
a

b

)
を成分とする原点を始点とする矢線ベクトルから、反時計まわ

りに

(
c

d

)
を成分とする原点を始点とする矢線ベクトルまで測った角を θと

するとき、 ∣∣∣∣∣ a c

b d

∣∣∣∣∣ =√a2 + b2
√

c2 + d2 sin θ

がなりたつ。両辺の値は、これら２つの矢線ベクトルからできる平行四辺形の

符号付きの面積になっている。すなわち、0 < θ < π のときは平行四辺形の面

積であり、π < θ < 2π のときは平行四辺形の面積にマイナスを付けたものに

なる（図 1-12）。これが２次の行列式の値の図形的な意味である。

1.6 位置ベクトル

ベクトル r =


x

y

z

を原点 Oを始点とする矢線ベクトルと考えると、そ

の終点は (x, y, z)となる。つまり、ベクトルと座標空間上の点は同じものと考

えることができる。このように、特に原点を始点とするベクトルを考えるとき、

位置ベクトルという（図 1-13）。力学では物体の位置を表わすのに位置ベクト

ルを用いるが、それを微分して得られる速度ベクトルと、さらに微分して得ら

れる加速度ベクトルは位置ベクトルではない。
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図 1.12 2次の行列式の値

17



 

 

O

x

y

z

P=(x,y,z)

x

y

z

r =

図 1.13 位置ベクトル
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1.7 関数の導関数

変数の変化量を増分といい、ナブラ記号∆を用いる。増分という用語を用い

るが、これは負の値をとることもあり得る。関数 y = f(x)について、xの増分

∆xに対して、y の増分 ∆y = f(x + ∆x) − f(x)を考える。増分 ∆xを 0に

近づけたとき、増分の割合
∆y

∆x
が近づく値（近づく値があるとき）は xに関係

する。その近づいた値を記号 f ′(x)で表わす。すべての xで f ′(x)が定まると

き、f ′(x)を関数 y = f(x)の導関数という。導関数 f ′(x)は記号
dy

dx
で表わす

こともある。導関数を求めることを関数を微分するという。

関数 f(x) = xn の導関数については、公式

f ′(x) = nxn−1

がなりたつ。nが自然数のときだけでなく、実数のときもこの公式はなりたつ。

底が数 eのときの指数関数 ex の導関数については、公式

(ex)′ = ex

がなりたつ。また、自然対数関数 lnxの導関数については、公式

(lnx)′ =
1

x

がなりたつ。

eix − 1

x
は xが 0に近づくとき、iに近づく [押川ー微分積分 p.43]。このこ

とを用いると

(eix)′ = ieix

を導くことができる。これは (cosx + i sinx)′ = − sinx + i cosxということ

だから、三角関数の導関数の公式

(cosx)′ = − sinx, (sinx)′ = cosx

19



を導くことができる。

２つの関数の積については、公式

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

がなりたつ。

関数 y = f(x)に関数 x = g(t)を代入して得られる合成関数 y = f(g(t))に

ついては、合成関数の微分公式

(f(g(t)))′ = f ′(g(t))g′(t)

がなりたつ。この公式は
dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
、あるいは、

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

とも表わすこと

ができる。

なお、すでに用いているが、関数 f(x)の導関数を (f(x))′で表わすこともあ

る。公式

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x), (f(g(t))′ = f ′(g(t))g′(t),

(xn)′ = nxn−1, (sinx)′ = cosx, (ex)′ = ex

の左辺はいずれもこの表し方によるものである。また、力学では時間 tを変数

とする関数を取り扱うことが多い。t を変数とする関数 x = x(t)の導関数を ẋ

とドットをつけて表わす。

ẋ =
d

dt
x, ẍ =

d

dt
ẋ

である。

なお、その都度断らないが、本書では、連続な導関数をもつ関数を取り扱う。
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1.8 ス カ ラ ー 積

、ベクトル積の微分

２つの tを変数とする数ベクトル a(t) =


ax(t)

ay(t)

az(t)

 , b(t) =


bx(t)

by(t)

bz(t)

に
ついて、

d

dt
a · b = ȧ · b+ a · ḃ

d

dt
a× b = ȧ× b+ a× ḃ

がなりたつ。なぜなら、

d

dt
a · b =

d

dt
(axbx + ayby + azbz)

= ȧxbx + axḃx + ȧyby + ay ḃy + ȧzbz + az ḃz

= ȧxbx + ȧyby + ȧzbz + axḃx + ay ḃy + az ḃz

= ȧ · b+ a · ḃ

がなりたつ。また、

d

dt

∣∣∣∣∣ ay by

az bz

∣∣∣∣∣ = d

dt
(aybz − azby)

= ȧybz + ay ḃz − (ȧzby + az ḃy)

= ȧybz − ȧzby + ay ḃz − az ḃy

=

∣∣∣∣∣ ȧy by

ȧz bz

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ay ḃy

az ḃz

∣∣∣∣∣
がなりたつから、

d

dt
a× b =

d

dt
(

∣∣∣∣∣ ay by

az bz

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ az bz

ax bx

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ ax bx

ay by

∣∣∣∣∣k)
= (

∣∣∣∣∣ ȧy by

ȧz bz

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ay ḃy

az ḃz

∣∣∣∣∣)i+ (

∣∣∣∣∣ ȧz bz

ȧx bx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ az ḃz

ax ḃx

∣∣∣∣∣)j
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+ (

∣∣∣∣∣ ȧx bx

ȧy by

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ax ḃx

ay ḃy

∣∣∣∣∣)k
=

∣∣∣∣∣ ȧy by

ȧz bz

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ ȧz bz

ȧx bx

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ ȧx bx

ȧy by

∣∣∣∣∣k
+

∣∣∣∣∣ ay ḃy

az ḃz

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ az ḃz

ax ḃx

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ ax ḃx

ay ḃy

∣∣∣∣∣k
= ȧ× b+ a× ḃ

がなりたつ。

1.9 e の 複 素 数 乗

eの複素数 z = x+ iy乗を ez = ex × eiy で定めると、性質

ez1ez2 = ez1+z2

がなりたつ。このことが、cos θ + i sin θ を eiθ と e 用いて表わす（eiθ =

cos θ + i sin θと表わした）根拠である。

α = a + ibを複素数の定数とするとき、tの関数 eαt の導関数については、

公式
d

dt
eαt = αeαt

がなりたつ。なぜなら、関数の積の導関数の公式を用いて

d

dt
eαt =

d

dt
eateibt

= aeateibt + eat × ibeibt

= (a+ ib)eateibt = αeαt

だからである。単振動の微分方程式を解くときにこの公式を用いる。
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1.10 積 分

関数 f(x)に対して F ′(x) = f(x)を満たす関数 F (x)を記号

∫
f(x)dxで表

わし、f(x)の不定積分という。関数の不定積分を求めることは、微分の逆演算

をすることであり、微分の公式に対応する計算公式がある。

区間 [a, b] に n + 1 個の点 A = x0 < x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 <

· · · < xn = bを与え、i番目の小区間の長さを記号∆(xi) = xi − xi−1 で表わ

す。関数 f(x)について、f(xi)∆(xi)を考え、そのすべてを加えたものを記号∑
i

f(xi)∆(xi)で表わす。nを増やしながら、すべての小区間の長さ∆(xi)を

0に近づける。そのとき、
∑
i

f(xi)∆(xi)が近づく値を、記号

∫ b

a

f(x)dxで表

わし、f(x)の区間 [a, b]での定積分という。記号

∫ b

a

は、有限個を加えると言

う意味の記号
∑
の個数が増えていって、無限にたくさんなものを加えるとい

う意味を持っている。

関数 f(x)の導関数 f ′(x)について、公式∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

がなりたつ [押川ー微分積分 p.106]。つまり、f(x) =

∫
f ′(x)dxだから、関数

f ′(x)の定積分は、その関数の不定積分 f(x)の値の差で求めることができる。

微分と積分の関係を示すこれを微積分学の基本定理という。

1.11 ３変数関数の偏導関数

３変数の関数 w = f(x, y, z) について、y と z を定数と考えたときの x だ

けの関数 f(x, y, z)の導関数を記号
∂w

∂x
、あるいは、記号 fx(x, y, z)で表わし、
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f(x, y, z)の xについての偏導関数という。yについての偏導関数
∂w

∂y
、あるい

は、fy(x, y, z)、および、z についての偏導関数
∂w

∂z
、あるいは、fz(x, y, z)も

同様に考える。偏導関数の記号は導関数の記号と異なる。偏導関数を求めるこ

とを関数を偏微分するという。

３変数の関数 w = f(x, y, z)に３つの１変数の関数 x = x(t), y = y(t), z =

z(t)) 代入して得られる合成関数 w = f(x(t), y(t), z(t))の導関数については、

公式

(f(x(t), y(t), z(t)))′

= fx(x(t), y(t), z(t))x
′(t)+fy(x(t), y(t), z(t))y

′(t)+fz(x(t), y(t), z(t))z
′(t)

がなりたつ [押川ー微分積分 p.116]。この公式は、

dw

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+

∂w

∂y

dy

dt
+

∂w

∂z

dz

dt

とも表せる。なお、この公式は偏導関数が連続であればなりたつ。

1.12 平均値の定理と近似式

導関数をもつ１変数関数 f(x)について、

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ)

をみたす点 ξ が aと bの間に存在する。これを平均値の定理という [押川ー微

分積分 p.71]。

xを止めて、h(t) = f(tx)と置くと、合成関数の微分公式より h′(t) = f ′(tx)x

がなりたつ。平均値の定理より、h(1)− h(0) = h′(ξ)をみたす ξが 0と 1の間

に存在するから、f(x)− f(0) = f ′(ξx)x となる。ϵ = (f ′(ξx)− f ′(0))x と置

けば、
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f(x) = f(0) + f ′(0)x+ ϵ

となり、|x|が 0に近いとき、ϵの ()の中が 0に近いので |x|よりも微小である。
したがって、近似公式

f(x) ≈ f(0) + f ′(0)x

がなりたつ。

この近似式の公式を関数 ex, sinx, cosxに適用すれば、近似式

ex ≈ 1 + x, sinx ≈ x, cosx ≈ 1

が得られる。

1.13 曲 線

３つの１変数関数 x = x(t), y = y(t), z = z(t), (α ≦ t ≦ β)から定まる位

置ベクトル

r(t) =


x(t)

y(t)

z(t)

 , (α ≦ t ≦ β)

は、座標空間の曲線を描く。

ṙ(t) =
d

dt
r(t) =


ẋ(t)

ẏ(t)

ż(t)


を、曲線上の点 r(t)における接ベクトルという。この曲線の長さ Lは

L =

∫ β

α

|ṙ|dt =
∫ β

α

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 + ż(t)2dt

である [押川ー微分積分 p.107]。このとき、
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s(t) =

∫ t

α

|ṙ|dt

を弧長パラメータといい、

ṡ = |ṙ| =
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

がなりたつ。

t =
1

|ṙ|
ṙ を曲線上の点 r(t) における単位接ベクトルという（図 1-14)。

|t|2 = t · t = 1だから、両辺を微分すると、

d

dt
t · t = 2ṫ · t = 0

がなりたつ。したがって、ṫと tは直交している。ṫ(t)を曲線上の点 r(t)にお

ける法線ベクトルといい、n =
1

|ṫ|
ṫを曲線上の点 r(t)における単位法線ベク

トルという。

ρ(t) =
|ṙ|
|ṫ|
を曲線上の点 r(t)における曲率半径という。|ṫ| = |ṙ|

ρ
=

ṡ

ρ
がな

りたつから、ṫ =
ṡ

ρ
nがなりたつ。

ṙ = |ṙ|t = ṡtの両辺を微分すると、

r̈ = s̈t+ ṡṫ = s̈t+
ṡ2

ρ
n

がなりたつ。

例 1-2、　 r =


a cos t

a sin t

0

は xy平面上の半径 aの円である。これについて、

t, n, ρを求める。

ṙ =


−a sin t

a cos t

0

 , ṡ = |ṙ| = a, t =
1

|ṙ|
ṙ =

1

a


−a sin t

a cos t

0

 =


− sin t

cos t

0

 ,
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27



ṫ =


− cos t

− sin t

0

 , |ṫ| = 1, n =
1

|ṫ|
ṫ =


− cos t

− sin t

0

 , ρ =
|ṙ|
|ṫ|

=
a

1
= a

を得る。この例において、ρは半径に一致したが、一般に、曲率半径 ρ(t)は、

曲線上の点 r(t)で曲線を近似する円の半径に一致している。

２つの１変数関数 x = x(t), y = y(t), (α ≦ t ≦ β)から定まる座標平面の

位置ベクトル

r(t) =

(
x(t)

y(t)

)
, (α ≦ t ≦ β)

は、座標平面の曲線を描く。この曲線の長さ L は座標空間の曲線の場合と同

様に、

L =

∫ β

α

|ṙ|dt =
∫ β

α

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt

である。関数 y = f(x) (a ≦ x ≦ b)のグラフは、座標平面の曲線(
t

f(t)

)
(a ≦ t ≦ b)

であり、その長さは L =

∫ b

a

√
1 + f ′(t)2dt となる。
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第2章

力

2.1 自 由 度

力学は、いくつかの変数とそれらを用いた方程式や微分方程式で記述する。

それらの変数を取り替える必要も起こってくるが、対象を記述する変数の個数

に気を配ることは大切なことである。対象を記述するのに必要な最小の変数の

個数を自由度という。自由度は対象の個数や課される束縛条件などで定まる。

自由度を判断することが必ずしも容易でない複雑な場合もある。

３次元空間の点は 3 つの変数 x, y, z で記述できるので、空間の点の自由度

3 である。平面 x + y + z − a = 0 上の点という束縛条件のもとにある点は

x = u, y = v, z = a− u− vと２つの変数 u, vで記述できるので自由度は２で

ある。原点Oを中心とする半径 aの球面 x2+y2+z2−a2 = 0上の点であると

いう束縛条件のもとにある点は x = a sin θ cosϕ, y = a sin θ sinϕ, z = a cos θ

と２つの変数 θ, ϕで記述できるので自由度は 2である。一般的には束縛条件

が１つの 3変数関数で f(x, y, z) = 0で表わされる曲面上の点は自由度が２で

ある。また、２つの束縛条件 f(x, y, z) = 0, g(x, y, z) = 0のもとにある点は

２つの平面の交わりとしての曲線上の点であり、１つの変数で記述できるので、

自由度は１である。

空間の２つの点は (x1, y1, z1), (x2, y2, z2)と６つの変数で記述できるので、

自由度は６である。

例 2-1、相互の距離が a > 0であるという束縛条件 (x2−x1)
2+(y2− y1)

2+
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(z2 − z1)
2 − a2 = 0 のもとにある空間の２点 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) は、

x1 = u, y1 = v, z1 = w, x2 − u = a cos θ, y2 − v = a sin θ cosϕと置くとき、

(z2 − w)2 = a2 − a2 cos2 θ − a2 sin2 θ cos2 ϕ = a2 sin2 θ sin2 ϕ

だから、z2 = w+ a sin θ sinϕ（±の−のときは θを−θと置きなおせばよい）

となるから、x1, y1, z1, x2, y2, z2のすべてが５つの変数 u, v, w, θ, ϕで記述でき

る。しかし、一つの方程式で束縛されているだけであるので、４つの変数で記

述することはできない。したがって、自由度は５である。

束縛条件が無い場合の自由度は点の個数の３倍である。束縛条件が１つ増え

るごとに自由度は１ずつ減っていくと言えるようでもあるが、これは束縛条件

相互の関係で決まることであり、必ずしも正しくない。

2.2 力と力のモーメント

力学での対象の一つは力である。力そのものを目で見ることはできないが、

押したり押されたりの力を感じることができる。また、力で物体の動きが変化

したり、形が変わったりするのを見ることもある。ばねばかりで力の大きさを

測ることもできる。

力には大きさがあり、その大きさの単位としてニュートンやダインがある（4

章）。また、力にはどちらに向かった力であるか、その方向がある。大きさと方

向をもった力は、ベクトルであり、矢線ベクトルや数ベクトルでもって表わす

ことができる。力をベクトルとして捉えるならば、ベクトルの和としての力の

合成やその逆としての力の分解を考えることができる。

力 F が作用する作用点の位置ベクトルを rとするとき、外積ベクトル r×F

を原点Oに関する力のモーメントという（図 2-1）。力の作用点から、力の方向

に引いた直線を力の作用線という。力の作用点を力の作用線上のどこに移して

も、力のモーメントは変わらない。

地球上の物体が地球から受ける力を重力という。重力は地球と物体との間に
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図 2.1 力のモーメント

はたらく万有引力により物体が地球の中心に向けて受ける力であり、質量mの

物体が受ける重力の大きさは F = mgである。ここで gは重力定数と呼ばれる

ものであり、地球上の場所によっていくらか異なるが、ほぼ g = 9.81m/s2 で

ある。

2.3 剛体と剛体の自由度

力を加えても形が変わらない物体を剛体という。どんな物体でも加える力が

強くなれば形が変わるので、剛体とは、理想化した物体である。

剛体の位置は、その剛体上の一直線に並ばない３点がどこに位置するかで決ま

る。したがって、剛体の自由度は、相互の距離が一定であるという束縛条件にある

空間の３点の自由度と一致する。空間の３点 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)

の相互の位置が一定であるというのは次の３つの束縛条件

31



(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 − a2 = 0 (1)

(x3 − x1)
2 + (y3 − y1)

2 + (z3 − z1)
2 − b2 = 0 (2)

(x2 − x3)
2 + (y2 − y3)

2 + (z2 − z3)
2 − c2 = 0 (3)

である（a, b, c > 0）。x1 = u, y1 = v, z1 = w, x2 − u = a cos θ2, y2 − v =

a sin θ2 cosϕ2と置くとき、(1)より、例 2-1と同じで、z2 = w+ a sin θ2 sinϕ2

となる。さらに、x3 − u = b cos θ3, y3 − v = b sin θ cosϕと置くと、同様に

(2)より、z3 = w + b sin θ3 sinϕ3 となる。これらを (3)に代入すると、

(a sin θ2 sinϕ2−b sin θ3 sinϕ3)
2 = c2−(a cos θ2−b cos θ3)

2−(a sin θ2 cosϕ2−b sin θ cosϕ2)
2

となり、例えば、ϕ2はθ2, θ3, ϕ3で表せる。したがって、x1, y1, z1, x2, y2, z2, x3, y3, z3

はすべて６つの変数 u, v, w, θ2, θ3, ϕ3 で表せるので、相互の距離が一定である

という束縛条件にある空間の３点の自由度は 6である。この場合も、３点の自

由度 9から束縛条件の個数 3を引いた 9− 3 = 6が自由度になっている。ゆえ

に、剛体の自由度は 6である。ただし、直線の形をした剛体の自由度は、相互

の距離が一定である空間の２点の自由度と同じであり、２点の自由度 6から２

点の距離が一定であるという束縛条件の個数 1を引いた 6− 1 = 5である。

2.4 剛体のつり合い

剛体にいくつもの力 Fi, iが作用して静止しているとする。この状態は、力の

総和
∑
i

Fi がゼロベクトルであり、力のモーメントの総和
∑
i

ri × Fi がゼロ

ベクトルであるという２つえ決定される。このことを例で示す。なお、
∑
i

は

和を表わす記号である。

例 2-1，長さ ℓ，質量mの細長い一様な棒の一端 Aを質量が無視できる糸で天

井から吊し、他端 Bを棒が水平となるように大きさ F の力で引っ張る。この状

態における糸および棒が鉛直線となす角 α, β と糸の張力 T を求める（図 2-2）。

点 Aを原点とし、鉛直方向を z軸、棒の方向を y軸、それらに直交する奥の
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方向を x軸とする。点 Aに加わる張力ベクトルは


0

−T sinα

−T cosα

、点 Bに加

わる外力ベクトルは


0

F

0

、棒の重心に加わる重力ベクトルは


0

0

Mg

だ
から、棒に働く力ベクトルの総和は

0

−T sinα

−T cosα

+


0

F

0

+


0

0

Mg

 =


0

−T sinα+ F

−T cosα+Mg



となる。B の位置ベクトルは


0

ℓ sinβ

ℓ cosβ

、棒の重心の位置ベクトルは


0
ℓ
2 sinβ
ℓ
2 cosβ

だから、原点に関する力のモーメントの総和を 1-5節の外積ベク

トルの計算法に従って計算すると、
0

0

0

 ×


0

−T sinα

−T cosα

 +


0

ℓ sinβ

ℓ cosβ

 ×


0

F

0

 +


0

ℓ
2 sinβ
ℓ
2 cosβ

 ×


0

0

Mg



=


0

0

0

+


−Fℓ cosβ

0

0

+


ℓMg
2 sinβ

0

0

 =


−Fℓ cosβ + ℓMg

2 sinβ

0

0


となる。したがって、力の総和がゼロベクトルであり、力のモーメントの総和

がゼロベクトルであることから、
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− T sinα+ F = 0

− T cosα+Mg = 0

ℓMg

2
sinβ − Fℓ cosβ = 0

が得られる。これらから、

tanα =
F

Mg
, tanβ =

2F

Mg
,

T 2 = (T cosα)2 + (T sinα)2 = (Mg)2 + F 2,

T =
√

M2g2 + F 2

が得られる。

力の総和と力のモーメントの総和のいずれもがゼロベクトルになるというこ

とから剛体のつり合いの状態を求めることができたのはなぜだろうか。それは、

力の総和についてのベクトルの等式
∑

Fi = 0は成分についての 3つの方程

式からなり、力のモーメントの総和についてのベクトルの等式
∑

ri ×Fi = 0

は成分についての３つの方程式からなり、あわせて６つの方程式が剛体の自由

度 6を与える６つの変数の値を決定したからである。

例 2-2, 質量m0 の一様な板の一端 Aを蝶つがいで鉛直な壁に取り付け、板の

他端 Bと Aの上方の壁面の点 Cとを板が水平になるように糸でつなぐ。さら

に、点 Bに質量m1のおもりを付ける。ABの長さを ℓ0、ACの長さを ℓ1とす

るとき、糸の張力の大きさ T と、板が壁から受ける抗力ベクトルを求める。

Aを原点とし、鉛直方向を z軸、Bの方向を y軸、それらに垂直な奥の方向を x

軸とする。∠ACBを θとし、板が壁から受ける抗力ベクトルをR =


0

Ry

Rz


を求める（図 2-3）。点Bの位置ベクトルは


0

ℓ0

0

であり、そこに張力ベクト
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ル


0

−T sin θ

−T cos θ

と、おもりの重力ベクトル


0

0

m1g

が働く。また、板の

中心点の位置ベクトルは


0
ℓ0
2

0

であり、そこに板の重力ベクトル


0

0

m0g


が働く。板にはたらく力ベクトルの総和は

0

Ry

Rz

+


0

−T sin θ

−T cos θ

+


0

0

m1g

+


0

0

m0g


=


0

Ry − T sin θ

Rz − T cos θ +m1g +m0g


である。原点に関する力のモーメントの総和は

0

0

0

×


0

Ry

Rz

+


0

ℓ0

0

×


0

−T sin θ

−T cos θ


+


0

ℓ0

0

×


0

0

m1g

+


0
ℓ0
2

0

×


0

0

m0g


=


0

0

0

+


−ℓ0T cos θ

0

0

+


ℓ0m1g

0

0

+


ℓ0
2 m0g

0

0


=


−ℓ0T cos θ + ℓ0m1g +

ℓ0
2 m0g

0

0


となる。したがって、力の総和がゼロベクトルであり、力のモーメントの総和

がゼロベクトルであることから、
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Ry − T sin θ = 0

Rz − T cos θ +m1g +m0g = 0

− ℓ0T cos θ + ℓ0m1g +
ℓ0
2
m0g = 0

が得られる。これらから、

T =
1

cos θ
(m1 +

m0

2
)g =

√
ℓ20 + ℓ21
ℓ1

(m1 +
m0

2
)g

Ry = T sin θ = tan θ(m1 +
m0

2
)g =

ℓ0
ℓ1
(m1 +

m0

2
)g

Rz = −m1g −m0g + (m1g +
m0

2
g) = −m0

2
g

を得る。

１つの物体にかかる力のベクトルの和が零ベクトルであれば、その物体の重

心は移動しない。したがって、棒の両端に同じ大きさの平行で逆向きの力がか

かっても棒の重心は移動しないが、その平行な力の方向が棒の方向と異なる場

合は回転運動する。力のモーメントの和が零ベクトルであるときは回転運動も

しない。

例 2-3, 懸垂線

同じ高さの空間の２つの点の間に、２点間の長さより長いロープを張り渡す。

そのときのロープが描く曲線を調べる（図 2-4）。

ロープの最下点を原点に取り、鉛直方向を y軸、それに直交するロープを張

り渡す方向を x軸とし、ロープが描く曲線を y = f(x)とする。原点 Oからそ

れとは異なるロープ上の点 P = (x, f(x))までのロープにはたらく力は、ロー

プの両端にはたらく張力と重力である。点 Pにはたらく張力の大きさを T と

し、点 Oにはたらく張力の大きさをH とする。ロープの単位長さ当りの質量

を σとし、Oから Pまでのロープの長さを sとすると、重力の大きさは σsgで

ある。曲線 y = f(x)の点 Pにおける接線と x軸がなす角を θとすると、力の

つり合いの x軸方向と y軸方向の成分は

T cos θ = H, T sin θ = σsg
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となる。これらより、tan θ =
σsg

H
を得る。a =

σg

H
と置くと、as = tan θ

となり、a
ds

dθ
=

1

cos2 θ
となる。s =

∫ x

0

√
1 + f ′(t)2dt であり（1-13 節）、

f ′(x) = tan θだから、

ds

dx
=
√
1 + f ′(x)2 =

√
1 + tan2 θ =

1

cos θ

がなりたつので、

dx

dθ
=

dx

ds

ds

dθ
= cos θ × 1

a cos2 θ
=

1

a cos θ

を得る。

1

cos θ
=

cos θ

cos2 θ
=

cos θ

(1− sin θ)(1 + sin θ)
=

1

2
(

cos θ

1− sin θ
+

cos θ

1 + sin θ
)

だから、

ax =

∫ θ

0

a
dx

dθ
dθ =

∫ θ

0

1

cos θ
dθ =

1

2

∫ θ

0

(
cos θ

1− sin θ
+

cos θ

1 + sin θ
)dθ

=
1

2
(− ln(1− sin θ) + ln(1 + sin θ))

]θ
0

=
1

2
ln

1 + sin θ

1− sin θ

=
1

2
ln

(1 + sin θ)2

cos2 θ
= ln

1 + sin θ

cos θ

となる。したがって、

eax =
1 + sin θ

cos θ

を得る。点 Pの y軸対称な点で考えると、同様に、

e−ax =
1− sin θ

cos θ

を得る。両辺の差をとると、

eax − e−ax =
2 sin θ

cos θ
= 2 tan θ = 2f ′(x)

となり、f ′(0) = 0だから、

f(x) =

∫ x

0

eax − e−ax

2
dx =

eax + e−ax

2a

]x
0

=
eax + e−ax

2a
− 1

a
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となる。得られた曲線 f(x) =
eax + e−ax

2a
− 1

a
を懸垂線あるいはカテナリーと

いう。

2.5 作用反作用の法則

２つの物体 A,Bについて、Aが Bに力 F を及ぼすとき、Bは Aに逆向き

の同じ大きさの力−F がはたらく（図 2-5）。これを作用反作用の法則、あるい

は、ニュートンの運動第３法則という。作用反作用の法則は２つ物体の相互作

用について述べているのであり、一つの物体にはたらく力のつり合いとは別の

ことである。

２人の人 A,Bが綱引きをしたとする。綱から手を離さない限り、Aが Bを

引く力と、BがA 引く力は、方向は逆であるが、大きさは等しい。Aについて

は、Aが動かないならば、Bから引かれる力と、Aが地面にふんばる摩擦力が

つり合っている。Bについても、Bが動かないならば、Aから引かれる力と、

Bが地面にふんばる摩擦力がつり合っている。たとえば、Bが氷面の上にいる

とすると、氷面の摩擦力が小さいため、Bにはたらく力のつり合いが取れなく

なり、Bは Aに小さな力で引き寄せられる。ふんばりの力がはたらかないから

である。つまり、綱引きの勝敗は、綱を持ちこたえる限り、ふんばりの力の強

さで決する。
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第3章

運 動

3.1 速度と加速度

力学の対象のもう一つは物体の運動である。運動は時刻 tまでに進んだ距離

で表わすことができる。例えば、車で最初の 100秒間は秒速 5mで走り、次の

100秒間は秒速 10mで走り、さらに、次の 100秒間は秒速 5mで走り、停車し

たとする。t秒後までに車が走った距離を x(t) mで表わせば、

x(t) =


5t (0 ≦ t ≦ 100)

10t− 500 (100 ≦ t ≦ 200)

5t+ 500 (200 ≦ t ≦ 300)

となる。これをグラフに描くと図の折れ線になる（図3-1）。秒速5mは時速18km

だから、停車している車が急発進することになる。秒速 10mは時速 36kmだか

ら、時速 18kmから急加速することになる。また、時速 36kmから時速 18km

へも急減速であり、時速 18kmからの急停車にもなっている。普通は、このよ

うな急発進、急加速、急減速、急停車することなく、滑らかな運転をする。例

えば、t秒までの進んだ距離が x(t) = − 1

6750
t3 +

1

15
t2 だとすると、t = 0で

x(0) = 0から出発して、t = 300で x(300) = 2000に到達する（図 3-2）。微分

すると、

ẋ(t) = − 1

2250
t2 +

2

15
t =

t(−t+ 300)

2250
=

1

2250
{−(t− 150)2 + 1502}

となる。このようにして得られた ẋ(t)が時刻 tにおける速度である。したがっ

て、速度 ẋ(0) = 0で出発して、次第に速度を上げ、t = 150からは次第に速度

を下げて、ẋ(300) = 0で停車することになる。この場合は速度が急に変わるこ
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とがない、つまり、急発進、急加速、急減速、急停車のない滑らかな運転をし

たことになる。

すでに説明したように、時刻 tにおける出発点からの距離を x(t)とし、それ

を tで微分した導関数を ẋ(t)とすると、時刻 tにおける速度は ẋ(t)である。な

ぜなら、tから t+∆tまでに進んだ距離の差は x(t+∆t)− x(t)だから、この

間の平均速度は
x(t+∆t)− x(t)

∆t
であり、tを止めて∆tを 0に近づけるとき、

この平均速度が近づく値が ẋ(t)である。したがって、ẋ(t)は時刻 tの瞬間にお

ける速度と考えることができる。ẋ(t)をさらに微分して得られるものを ẍ(t)で

表わし、加速度という。速度 ẋ(t)は時刻 tにおいて距離 x(t)を増減させる「も

と」であり、加速度 ẍ(t)は時刻 tにおいて速度 ẋ(t)を増減させる「もと」で

ある。

運動は時間や距離に関係する。時間には秒 s、分、時間などの単位があり、距

離にはm, cm, kmなどの単位がある。したがって、速度の単位はm/s, cm/sな

どであり、加速度の単位はm/s2, cm/s2 などである。しかし、単位を省略して

記述することが多い。

空間を移動するとき、時刻 tにおける空間内の位置を (x(t), y(t), z(t))とす

る。この空間内の位置は位置ベクトル r(t) =


x(t)

y(t)

z(t)

で表わすことができ

る。このとき、ṙ(t) =


ẋ(t)

ẏ(t)

ż(t)

を速度ベクトルといい、r̈(t) =


ẍ(t)

ÿ(t)

z̈(t)


を加速度ベクトルという。速度ベクトルや加速度ベクトルは位置ベクトル（原

点を始点とするベクトル）ではなく、それぞれ位置 r(t)を始点とする矢線ベク

トルをイメージするとよい。
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3.2 自由落下運動

高い塔の上から手を放して物体を落下させたとき、t秒後の落下距離を ℓ(t)m

とすれば、物体の質量に関係なく、ℓ(t) = 4.905t2 となる。これより、落下速

度は ℓ̇(t) = 9.81tとなり、落下速度も物体の質量に依存しないが、空気抵抗が

無視できる場合のことである。また、落下加速度は ℓ̈(t) = 9.81 = gとなり、重

力定数に一致する。

3.3 等速円運動と単振動

平面上の円の円周上を一定の速度で回る運動を等速円運動という。xy 平面

の原点 Oを中心とする半径 aの円の円周上の点 (a, 0)を出発する速度 v の等

速円運動を考える。時間が t経過したときの円周上の位置を Pとすると、点 P

から点 (a, 0)までの円弧の長さは vtである（図 3-3）。直線 OPと原点 Oを中

心とする半径 1 の円の交点を P′ とすると、点 P′ から点 (1, 0) までの円弧の

長さは
vt

a
だから、点 P′ の座標は (cos(

vt

a
), sin(

vt

a
)) と表せる。ω =

v

a
と置

くと、点 P′ の座標は (cos(ωt), sin(ωt)) となるので、等速円運動する点 P は

(x, y) = (a cos(ωt), a sin(ωt))と表わすことができる。このとき ω を角速度と

いう。

上述の xy 平面上の等速円運動を空間の位置ベクトルで表わすと、r =
a cos(ωt)

a sin(ωt)

0

 と表せる。このとき、速度ベクトル、加速度ベクトルについ
ては、

ṙ =


−aω sin(ωt)

aω cos(ωt)

0

 , r̈ =


−aω2 cos(ωt)

−aω2 sin(ωt)

0

 = −ω2r
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r × ṙ =


a cos(ωt)

a sin(ωt)

0

×


−aω sin(ωt)

aω cos(ωt)

0

 =


0

0

a2ω


がなりたつ。

x(t) = A sin(ωt+α)と表せる数直線上の運動を単振動といい、Aを振幅、ω

を角振動数、αを初期位相という。この単振動について、

x(t+
2π

ω
) = A sin(ω(t+

2π

ω
)+α) = A sin(ωt+2π+α) = A sin(ωt+α) = x(t)

がなりたつので、 2π
ω を単振動の周期という。また、

ẋ(t) = Aω cos(ωt+ α), ẍ(t) = −Aω2 sin(ωt+ α) = −ω2x(t)

がなりたつ。

例 3-1、　半径 aの円盤の中心Oから距離 b（ただし、0 < b < a）の点 Pに回

転軸を通し固定する。この円盤の上方に板を水平に接するように置く。円盤を

角速度 ωの等速回転運動させるとき、板の上下運動を考える（図 3-4）。

鉛直上方向に z 軸をとり、回転軸 Pの高さを原点とし、板の下端の高さを z

とする。OPの水平面との角度を θ とすれば、z = a + b sin θ となる。角速度

ω の等速回転運動は θ = ωtだから、板の上下運動は z = a+ b sinωtとなり、

角振動数 ω、振幅 bの単振動である。
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第4章

運 動 方 程 式

4.1 定数係数２階線型微分方程式

運動を記述する運動方程式は微分方程式であり、本書で度々取り扱う微分方

程式は、定数係数２階線型微分方程式と呼ばれる次の形をしたものである。

ẍ+ aẋ+ bx = c

ここで、a, b, cは実数である。力学で現れる微分方程式は一般に係数が複雑で、

計算に手間がかかるので、この形の微分方程式が出てくるたびに、その解を求

めるのでなく、解を一般的に準備しておくことにする。微分方程式の解を求め

るに当たっては、解は他になく、それだけであることを示すことも大切である。

(1) c = 0と置いた微分方程式

ẍ+ aẋ+ bx = 0

の解は、２次方程式 α2 + aα + b = 0 の２つの解を α1, α2 とするとき、

x = c1e
α1t + c2e

α2t である。ここで、c1, c2 は定数である。なお、α1, α2 は実

数でも複素数でもよい。

なぜなら、公式
d

dt
eαt = αeαt を用いると、

ẋ = c1α1e
α1t + c2α2e

α2t, ẍ = c1α
2
1e

α1t + c2α
2
2e

α2t

だから、

ẍ+ aẋ+ bx = c1α
2
1e

α1t + c2α
2
2e

α2t + a(c1α1e
α1t + c2α2e

α2t) + b(c1e
α1t + c2e

α2t)
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= c1(α
2
1 + aα1 + b)eα1t + c2(α

2
2 + aα2 + b)eα2t

= c1 × 0× eα1t + c2 × 0× eα2t = 0

がなりたつからである。α1 ̸= α2 の場合は、このほかに解はないが、そのこと

は微分方程式についての一般論から導くことができる。

(2)微分方程式

ẍ+ aẋ+ bx = 0

に対して、２次方程式 α2 + aα+ b = 0の解が複素数 α = δ ± iγ, (γ ̸= 0)で

あるとき、この微分方程式の解は x = Aeδt sin(γt+ β)と表せる。ここで A, β

は実数である。

(1)を用いると、解は

x = c1e
δt+iγt + c2e

δt−iγt

= c1e
δt(cos(γt) + i sin(γt)) + c2e

δt(cos(−γt) + sin(−γt))

= (c1 + c2)e
δt cos(γt) + eδti(c1 − c2) sin(γt)

であるから、d1 = c1 + c2, d2 = i(c1 − c2)と置くと、x = eδt(d1 cos(γt) +

d2 sin(γt))となる。d1, d2が実数のときは、１章２節 (2)より、x = Aeδt sin(γt+

β)と表せる。サイン関数でなくコサイン関数でもよい。

(3)微分方程式

ẍ+ aẋ+ bx = c

の解は、この微分方程式の１つの解 x = g(t)と、微分方程式

ẍ+ aẋ+ bx = 0

の解 x = f(t)によって、x = f(t) + g(t)と表せる。

なぜなら、x = h(t)を ẍ+ aẋ+ bx = cの解とし、f(t) = h(t) − g(t)と置

くと、

f ′′(t) + af ′(t) + bf(t) = (h(t)− g(t))′′ + a(h(t)− g(t))′ + b(h(t)− g(t))
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= (h′′(t) + ah′(t) + bh(t))− (g′′(t) + ag′(t) + bg(t))

= c− c = 0

がなりたつので、x = f(t)は ẍ+aẋ+bx = 0の解となり、h(t) = f(t)+g(t)と

表せるからである。このように、微分方程式 ẍ+ aẋ+ bx = cの解（一般解とい

う）は、この微分方程式の一つの解（特殊解という）と微分方程式 ẍ+aẋ+bx = 0

の一般解の和で表せる。このことは a, b, cが定数でなく関数の場合もなりたつ。

4.2 ニュートンの運動方程式

力と運動を結びつけるのが運動方程式である。質量をもつ物体は大きさをも

つが、大きさを点であるという理想化を行なった物体を質点という。質量mの

質点の位置ベクトルを rとし、その質点に作用する力ベクトルを F とすれば、

m
d2r

dt2
= F

がなりたつ。これをニュートンの運動方程式という。力ベクトル F は r, ṙ, tに

依存して大きさや方向が変化しても良い。a =
d2r

dt2
と置けば、aは加速度ベク

トルであり、ニュートンの運動方程式は a =
F

m
と表せるが、これは、ニュート

ンの運動の第１法則「質点に作用する加速度は、力の方向に一致し、力の大きさ

に比例し、質量に反比例する」を数式で表わしたものである。ただし、ニュート

ンの運動方程式においては比例定数が 1になるような力の単位を用いる。すなわ

ち、質量 1 kgの質点に 1 m/s2の加速度を生じる力を 1ニュートン（N）とする。

また、質量 1 gの質点に 1 cm/s2の加速度を生じる力を 1ダイン（dyneダイン）

とする。ニュートンを用いる場合をMKS単位系（meter-kilogram-second）と

いい、ダインを用いる場合をCGS単位系（centimeter-gram-second）という。

1 N = 1 kg m/s2 = 103 g × 102 cm/s2 = 105 g cm/s2 = 105 dyne

の関係がある。ニュートンの運動方程式は２階の常微分方程式と呼ばれるもの
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である。

特に、F = 0の場合、方程式m
d2r

dt2
= 0をみたすのは、r = vt+ r0 のみで

あり、これは、等速直線運動、あるいは、静止（v = 0のとき）状態である。つ

まり、ニュートンの運動第２法則 ( 慣性の法則）「力を受けない質点は、静止

したままであるか、等速直線運動を行なう」がなりたつ。

ベクトルを成分を用いて表わすと、ニュートンの運動方程式は

m


ẍ

ÿ

z̈

 =


Fx

Fy

Fz


だから、 

mẍ = Fx

mÿ = Fy

mz̈ = Fz

となる。以下、運動を全空間で見ることもあるが、１つあるいは２つの変数方

向だけで見ることもある。

4.3 重力と落下運動

質量mの質点には、万有引力により地球の中心に向かう大きさmgの重力が

かかるので、鉛直上方向を z 軸とすると、この質点はニュートンの運動方程式

m


ẍ

ÿ

z̈

 =


0

0

−mg


である（図 4-1）。x軸成分mẍ = 0からmを消去した ẍ = 0を積分すると、

ẋ =

∫
0 dt = vx, (vxは定数)
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となり、さらにこれを積分すると、

x =

∫
vx dt = vxt+ x0, (x0は定数)

を得る。y軸成分mÿ = 0からも同様に

y = vyt+ y0, (vy, y0は定数)

を得る。z 軸成分mz̈ = −mgからm 消去した方程式 z̈ = −gを積分すると、

ż =

∫
−gdt = −gt+ vz, (vzは定数)

を得る。さらに、これを積分すると、

z =

∫
(−gt+ vz)dt = −1

2
gt2 + vzt+ z0, (z0は定数)

を得る。したがって、これらをあわせると、
x

y

z

 =


0

0

− 1
2gt

2

+


vxt

vyt

vzt

+


x0

y0

z0



となる。ここで


vx

vy

vz

 は t = 0 における速度（初期速度ベクトル）で

あり、


x0

y0

z0

 は t = 0 における位置ベクトル（初期位置）である。特に

vx = vy = vz = 0のときは、

x = x0, y = y0, z = −1

2
gt2 + z0

となる。
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4.4 放 物 運 動

前節の重力による落下運動について、特に、質量mの質点を水平面に対して

斜めに投げ上げる場合を考える。投げ上げる点を原点とし、鉛直上方向を z軸、

投げ上げる方向と y軸がなす角を θ、初期速度ベクトルの大きさを v0とすれば、

初期速度ベクトルは


0

v0 cos θ

v0 sin θ

となるので、時刻 tにおける質点の位置は、


x

y

z

 =


0

0

− 1
2gt

2

+


0

v0 cos θ t

v0 sin θ t


となる。

y 成分 y = v0 cos θ t から得られる t =
y

v0 cos θ
を z 成分 z = −1

2
gt2 +

v0 sin θ tに代入すると、

z =
−g

2v20 cos
2 θ

y2 + tan θ y

となり、質点の運動が描く２次曲線（放物線）の等式が得られた（図 4-2）。

4.5 空気抵抗があるもとでの落下運動

重力の他に空気抵抗力が働く場合の質点の落下を考える。質点の質量をmと

し、ここでは鉛直方向を z 軸に取ると、落下だから、ż > 0である。空気抵抗

力は重力と反対方向に働き、その大きさは、落下速度が小さいときは、速度 ż

に比例すると考えてよいので、運動方程式は、

mz̈ = mg −mγż
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と表せる（図 4-3）。ここで、γ は比例定数である。両辺を mで割って移項す

ると、

z̈ + γż = g

となる。２次方程式 α2 + γα = 0の解は、α = −γ, 0だから、4-1節 (1)より、

z̈ + γż = 0の一般解は、z = c1e
−γt + c2e

0t である。z = g
γ tが z̈ + γż = gの

特殊解だから、4-1節 (3)より、その一般解は

z = c1e
−γt + c2 +

g

γ
t

となる。両辺を微分すると

ż = −c1γe
−γt +

g

γ

となり、tを大きくすると、右辺の第１項は急速に 0に近づくので、落下速度

ż(t)は一定速度 g
γ に近づく。空気抵抗が無いときは落下速度が大きくなり続け

るが（4-3節）、速度に応じた抵抗力が働くと速度が抑えられるという結果が得

られた。

4.6 斜面上の落下運動

水平面と角度 θをなす傾斜面を滑り落ちる質量mの質点の運動を考える。質

点には、鉛直下方に重力mgが働く。また、質点が斜面上に束縛されているこ

とから、斜面と垂直な方向に垂直抗力が働く。垂直抗力をN とする（図 4-4）。

さらに、物体（質点）と斜面との間に摩擦力が働くことが考えられる。ただし、

摩擦力が無視できるくらい小さい場合と、無視できない場合がある。無視でき

る場合をなめらかな斜面といい、る無視できない場合をあらい斜面という。

まず、なめらかな斜面の場合を考える。斜面に沿って x軸をとり、それに垂

直に y 軸をとる。重力の x成分は mg sin θ であり、y 成分が −mg cos θ だか

ら、ニュートンの運動方程式は
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m

(
ẍ

ÿ

)
=

(
mg sin θ

N −mg cos θ

)

となる。質点が斜面上に束縛されていることから、すべての tで y = 0だから、

ÿ = 0となる。したがって、N = mg cos θがなりたつ。x軸方向の運動につい

ては、方程式 ẍ = g sin θを２回積分することによって、

x = g sin θ t2 + c1t+ c2

を得る。２つの定数 c1, c2 は初期条件 ẋ(0), x(0)の値によって定まる。

次に、あらい斜面の場合を考える。傾斜角 θが小さい場合は摩擦力によって

質点は滑らない（これを静摩擦という）。θが大きくなると、質点は滑り始める。

そのときの摩擦力を F とすれば、F は斜面に沿って働き、垂直抗力 N に比例

し、F = µN と表せる。ここで、µは動摩擦係数と呼ばれ、物体と斜面の両方

の材質などによって定まり、実験によって測定できる。N = mg cos θだったか

ら、ニュートンの運動方程式は、

mgẍ = mg sin θ − F = mg sin θ − µN = mg sin θ − µmg cos θ

となる。これより、ẍ = g(sin θ − µ cos θ)が得られるから、これを２回積分す

ると、

x = g(sin θ − µ cos θ)t2 + c1t+ c2

となる。２つの定数 c1, c2 は初期条件 ẋ(0), x(0)の値によって定まる。このよ

うに、落下運動は物体の質量の大きさに関係ないが、このことを発見したガリ

レオは、実際は斜面を使って落下運動の実験をしたという。

4.7 ばねの単振動

ばねに力をかけたときの伸びの長さは力の大きさに比例するので、伸びたば

ねが縮もうとする力 −F の大きさは伸びた長さ w に比例する。したがって、
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−F = µwと表せる。これは、xが負のとき、つまり、縮んだときもなりたつ。

これをフックの法則という。比例定数 µはばねに依存する。ばねに質量mの

質点をつり下げてつり合ったときのばねの伸びを ℓとすれば、mg = µℓがなり

たつ。このつり合ったときの質点の位置を z軸の原点Oとする。ばねを zの位

置まで伸ばしたとき、質点にかかる力は、重力のmgとばねからの力−µ(ℓ+ z)

だから、ニュートンの運動方程式

mz̈ = mg − µ(ℓ+ z) = µℓ− µ(ℓ+ z) = −µz

がなりたつ（図 4-5）。これより方程式

z̈ = − µ

m
x

を得る。

２次方程式 α2 +
µ

m
= 0の解は、α = ±i

√
µ
m だから、4-1節 (2)の結果よ

り、一般解は、

z = A sin(

√
µ

m
t+ α)

と表せるので、解は角振動数 ω =
√

µ
m の単振動である。

4.8 復元力による単振動

一般に、質量mの質点が角振動数ωの単振動しているとき、x = A sin(ωt+α)

より、ẋ = ωA cos(ωt+ α)だから、ニュートンの運動方程式

mẍ = −mω2A sin(ωt+ α) = −mω2x

をみたす。これは大きさが F = −mω2xの力を、すなわち、原点 Oからの距

離 xに比例する大きさで、つねに原点Oへ向けた力を受けて運動していること

になる。この力を復元力という。前節のバネの単振動も復元力によるものであ

るが、一般に、単振動は何らかの復元力を受けて運動していると考えることが
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できる。弦の振動、建造物の振動など世の中には振動する現象がいろいろあり、

必ずしもばねのような単振動ではないが、一般には複数の単振動の合成と考え

ることができる。

4.9 復元力に振動する外力が加わった場合

質量mの質点が x軸上を復元力−mω2xと外力 F (t)とを受けて運動すると

き、ニュートンの運動方程式は

mẍ = −mω2x+ F (t)

となる。特に外力が F (t) = mF0 sinω0tと角振動数 ω0 で振動する場合を考え

る。この場合、方程式は

ẍ = −ω2x+ F0 sinω0t

となる。まず、ω0 ̸= ω の場合に、この方程式の特殊解を求めるために、

x = B sinω0t という形をした解をもつものとする。ẋ = Bω0 cosω0t, ẍ =

−Bω2
0 sinω0tだから、

−Bω2
0 sinω0t = −ω2B sinω0t+ F0 sinω0t

がなりたち、B(ω2 − ω2
0) = F0 が得られ、B =

F0

ω2 − ω2
0

となるので、

x =
F0

ω2 − ω2
0

sinωot が運動方程式の特殊解である。4-1 節 (2) より、方程式

ẍ = −ω2xの一般解は x = A sin(ωt+α)であり、4-1節 (3)より、もとの運動

方程式の一般解は

x = A sin(ωt+ α) +
F0

ω2 − ω2
0

sinωot

である。この解は ω0 が ωに近いと第２項の振幅が大きくなる。

そこで、ω0 = ωの場合を考える。方程式は
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ẍ = −ω2x+ F0 sinωt

となる。この方程式の特殊解を求めるために、x = Bt cosωtという形の解をも

つものとして、求めると、B = −F0

2ω
が得られ、x = −F0

2ω
t cosωtが特殊解で

ある。さらに、4-1節 (2),(3)より、

x = A sin(ωt+ α)− F0

2ω
t cosωt

が一般解である。この解は tが大きくなるとき、第２項の振幅が無限に大きく

なる、つまり、揺れが次第に大きくなる。外力がかからないときの運動方程式

の解の角振動数 ω に、外力の角振動数 ω0 が一致するときに起こるこのような

現象を共鳴という。

4.10 復元力に抵抗力が加わった場合

質量mの質点が x軸上を復元力 −mω2xと摩擦などの抵抗力とを受けて運

動する場合を考える。摩擦などの抵抗力は速度 ẋに比例すると考えて良いので、

−2mγẋで表わせば、ニュートンの運動方程式は

mẍ = −mω2x− 2mγẋ

となる。したがって、微分方程式

ẍ+ 2γẋ+ ω2x = 0

を得る。２次方程式 α2 +2γα+ω2 = 0の解は、α = −γ±
√
γ2 − ω2である。

まず、γ < ω の場合を考える。α = −γ ± i
√
ω2 − γ2 だから、4-1節 (2)よ

り、解は

x = Ae−γt sin
√
ω2 − γ2t

となる。単振動 A sin
√

ω2 − γ2tに e−γt を掛けたものであり、e−γt は tが大

きくなるとき 0に近づくので、単振動しながら 0に近づく解が得られた。
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次に、γ < ω の場合を考える。α1 = γ +
√
γ2 − ω2, α2 = γ −

√
γ2 − ω2

と置くと、α1, α2 はともに正数であり、4-1節 (1)より、

x = c1e
−α1t + c2e

−α2t

が一般解である。この解は tが大きくなるとき 0に近づく。

抵抗力の係数 γ の大きさにより、γ < ωのときは振動しながら 0に近づく解

が、γ > ωのときは振動しないで 0に近づく解が得られた。抵抗が大きいと振

動もしなくなるのである。

4.11 単 振 り 子

質量が無視でき伸縮しない糸の端に、質点をくくりつけ、他の端を固定して

揺らすことことができるものを単振り子という（図 4-6）。糸の長さを ℓ、質点

の質量をmとする。鉛直上方向を z軸とし、原点Oに糸を固定し、質点は yz

平面を運動できるものとする。糸と z 軸の角度を θとすると、質点には、糸の

張力 T と重力 −mgが作用するから、運動方程式は

m


ẍ

ÿ

z̈

 =


0

−T sin θ

T cos θ −mg


である。mÿ = −T sin θ,mz̈ = T cos θ −mg から T を消去すれば、

mÿ cos θ +mz̈ sin θ = −mg sin θ

ÿ cos θ + z̈ sin θ = −g sin θ

を得る。y = ℓ sin θ, z = −ℓ cos θだから、

ẏ = ℓ cos θ θ̇, ÿ = −ℓ sin θ θ̇2 + ℓ cos θ θ̈

ż = ℓ sin θ θ̇, z̈ = ℓ cos θ θ̇2 + ℓ sin θ θ̈

65



 

 

θ

O

z

y

T

mg

図 4.6 単振り子

がなりたつので、

(−ℓ sin θ θ̇2 + ℓ cos θ θ̈) cos θ + (ℓ cos θ θ̇2 + ℓ sin θ θ̈) sin θ = −g sin θ

ℓθ̈ = −g sin θ

となり、θについての運動方程式

θ̈ = −g

ℓ
sin θ

を得る。

θが 0に近いとき近似式 sin θ ≈ θがなりたつ（1-13節）から、この運動方程

式は近似的に復元力についての運動方程式と同じ形 θ̈ = −g

ℓ
θをしているので、

単振り子の角 θは単振動に似た運動をする。
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4.12 運動量と角運動量

質量mの質点が運動しているとき、質量mと速度ベクトル ṙの積

p = mṙ

を運動量ベクトル、あるいは、運動量という。
d

dt
p = m

d

dt
ṙ = mr̈ だから、

ニュートンの運動方程式は
d

dt
p = F

と１階の微分方程式として表せる。また、位置ベクトル rと運動量ベクトル p

の外積

L = r × p = mr × ṙ

を質点がOのまわりにもつ角運動量ベクトルという。角運動量ベクトルと、位

置ベクトル rと力ベクトル F の外積ベクトルである原点に関する力のモーメン

トN = r × F について
d

dt
L = N

がなりたつ。なぜなら、

d

dt
L = m(ṙ × ṙ + r × r̈) = mr × r̈ = r × F

だからである。

運動量を用いたニュートンの運動方程式 p = mṙ の両辺を区間 [t1, t2]で定

積分すると、

p(t2)− p(t1) =

∫ t2

t1

F dt

が得られる。この等式の右辺を力積という。力積によって運動量の変化が与

えられる。力ベクトル F が大きさ F の一定方向のベクトルの場合は、力積は

F (t2 − t1)となる。

ボールをバットで打った場合のような極めて短時間に大きな力が加わるもの

を撃力という。撃力については、力とそれがかかった時間を区別することなく

力積でもって運動を記述することも必要になる。
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第5章

エ ネ ル ギ ー

5.1 仕 事

曲線 C : r = r(t), (t1 ≦ t ≦ t2)に沿って、力ベクトル F (t)が働くとき、

W =

∫ t2

t1

F (t) · ṙ(t) dt

をこの力が曲線 C に沿ってした仕事という（図 5-1）。

特に一定方向の大きさ F の力が同じ方向に距離 ℓ だけ働いたときする仕事

は、速度に関係なく

W = Fℓ

となる。なぜなら、uを F = Fuをみたす大きさ 1のベクトルとし、同じ方

向を向く長さ ℓの直線を r = x(t)u, (t1 ≦ t ≦ t2)とすれば、ṙ = ẋ(t)uだ

から、

ℓ =

∫ t2

t1

|ṙ| dt =
∫ t2

t1

ẋ(t) dt

であり、

F · ṙ = Fu · ẋ(t)u = Fẋ(t)|u|2 = Fẋ(t)

となるので、

W =

∫ t2

t1

F · ṙ dt =

∫ t2

t1

Fẋ(t) dt = Fℓ

がなりたつからである。

例 5-1、質量mの質点が、距離 ℓだけ落下したとき、重力ベクトルの大きさは
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図 5.1 仕事W =
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t1

F (t) · ṙ(t)dt
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図 5.2 斜面を滑り降りる仕事
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mgだから、重力がする仕事はmgℓである。

質点が滑らかな束縛を受けて運動するとき、束縛力N は、変位ベクトル ṙと

直交する、すなわち、N · ṙ = 0がなりたつので、

W =

∫ t2

t1

N · ṙ dt =

∫ t2

t1

0 dt = 0

となる。すなわち、束縛力は質点の移動に対して仕事をしない。

例 5-2、質量mの質点が、傾斜角 θの斜面を距離 ℓだけ滑り降りるとき、質点

に働く力がする仕事は、質点に働く束縛力の移動方向成分は 0だから、質点に

働く重力の移動方向の力mg sin θと移動距離 ℓの積W = ℓ×mg sin θとなる。

これは、重力の大きさmgと降下距離 ℓ sin θの積に一致する（図 5-2）。

5.2 保 存 力

力のベクトル場 F (r) =


Fx(x, y, z)

Fy(x, y, z)

Fz(x, y, z)

は、−


∂
∂xU
∂
∂yU
∂
∂zU

 =


Fx

Fy

Fz

 を
みたす関数 U(r) = U(x, y, z)が存在するとき、保存力という。このとき U を

ポテンシャル、あるいは、ポテンシャルエネルギーという。U がポテンシャル

であるとき、任意の定数 cについて、U + cもポテンシャルであるので、基準

点を定めて、基準点におけるポテンシャルの値を定めることによって、各点の

ポテンシャルの値を考えることができる。関数 U(r) = U(x, y, z) に対して、
∂
∂xU
∂
∂yU
∂
∂zU

を記号∇U で表わす。数学記号∇はナブラと読む。この記号を用

いると U が保存力 F のポテンシャルであるとは、−∇U = F をみたすことで

ある。
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例 5-3、質量mの質点にかかる重力ベクトル F =


0

0

−mg

は、U = mgz

について、

−∇U = −


∂
∂xU
∂
∂yU
∂
∂zU

 =


0

0

−mg


がなりたつので、保存力である。

例 5-4、質量mの質点にかかる復元力 F =


0

0

−mω2z

は、U =
1

2
mω2z2

について、

−∇U = −


∂
∂xU
∂
∂yU
∂
∂zU

 =


0

0

−mω2z

 = F

がなりたつので、保存力である。

例 5-5、力ベクトル場 F =
1

|r|
rは、U = −1

2 ln
√
x2 + y2 + z2 について、

−∇U = −


∂
∂xU
∂
∂yU
∂
∂zU

 = −


−2x

2
√

x2+y2+z2

−2y

2
√

x2+y2+z2

−2z

2
√

x2+y2+z2

 = F

がなりたつので、保存力である。

例 5-6、力ベクトル場 F =
1

|r|2
r は、U = − 1

2|r|
= − 1

2
√
x2 + y2 + z2

につ

いて、

−∇U = −


∂
∂xU
∂
∂yU
∂
∂zU

 = −


−2x

2(x2+y2+z2)
−2y

2(x2+y2+z2)

−2z
2(x2+y2+z2)

 = F

71



がなりたつので、保存力である。

保存力F のポテンシャルU と曲線C : r = r(t), (t1 ≦ t ≦ t2)に対して、

F · ṙ =


−∂U

∂x

−∂U
∂y

−∂U
∂z

 ·


dx
dt
dy
dt
dz
dt

 = −∂U

∂x

dx

dt
− ∂U

∂y

dy

dt
− ∂U

∂z

dz

dt

= − d

dt
U(x(t), y(t), z(t))

がなりたつから、F の曲線 C に沿っての仕事は

W =

∫ t2

t1

F · ṙ dt

=

∫ t2

t1

− d

dt
U(x(t), y(t), z(t))dt = −U(x(t), y(t), z(t))]t2t1

= U(x(t1), y(t1), z(t1))− U(x(t2), y(t2), z(t2)) = U(r(t1))− U(r(t2))

となる。すなわち、保存力がする仕事W はポテンシャル U の曲線 C の始点に

おける値と終点における値の差になり、曲線の途中経路に関係しない。

5.3 力学的エネルギー保存則

運動している質量mの質点について、

K =
1

2
m|ṙ|2

をその運動エネルギーという。ポテンシャルが U の保存 F のもとで運動して

いる質量mの質点について、

E = K + U

をその力学的エネルギーという。
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運動方程式mr̈ = F、および、
d

dt
ṙ · ṙ = 2r̈ · ṙより、

d

dt
E =

d

dt

mṙ · ṙ
2

+
d

dt
U = mr̈ · ṙ − F · ṙ

= (mr̈ − F ) · ṙ = 0 · ṙ = 0

がなりたつので、E = 一定となる。このことを力学的エネルギー保存則とい

う。力学的エネルギー保存則の等式
d

dt
E = 0は１階の微分方程式とみること

ができる。力学的エネルギー保存測のほうから運動の性質を見ることや、さら

には、運動方程式を得ることができることもある。そうした例を以下に示す。

例 5-7、質量mの質点が z軸方向に落下するとき、運動エネルギーは 1
2mż2で

あり、ポテンシャルエネルギーはmgz だから、力学的エネルギーは

E =
1

2
mż2 +mgz

となる。E は一定だから、降下速度 |ż|が大きくなると位置 z が下がり、位置

z が下がると速度 |ż|が大きくなる、つまり、運動エネルギーが大きくなる。

また、ż2 = 2E
m − 2gz であり、ż < 0だから、ż = −

√
2E
m − 2gz となり、

dz√
E
mg − z

= −
√
2gdt

を得る。両辺を積分すると

−2

√
E

mg
− z = −

√
2g t+ C

を得る。t = 0で z = E
mg とすれば、C = 0となり、4( E

mg − z) = 2gt2 より、

落下運動の式 z = −g

2
t2 +

E

mg
を得る。すなわち、力学的エネルギー保存則か

ら、落下運動の式が得られた。

例 5-8、質量mの質点に z軸方向に復元力−mω2zが働くとき、運動エネルギー

は
1

2
mż2 であり、ポテンシャルエネルギーは

1

2
mω2z2 だから、力学的エネル
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ギーは

E =
1

2
mż2 +

1

2
mω2z2

となる。E は一定だから、その値を E =
1

2
mω2A2 とおけば、

ω2A2 − ω2z2 = ż2 ≧ 0

だから、−A ≦ z ≦ Aとなる。つまり、z がこの区間の両端に近いとき、運動

エネルギーは小さく、ポテンシャルエネルギーは大きく、z がこの区間の中央

に近いとき、運動エネルギーは大きく、ポテンシャルエネルギーは小さくなる。

−1 ≦ z

A
≦ 1だから、sinw =

z

A
と置くと、z = A sinwとなるので、

ż2 = (A cosw × ẇ)2 = A2(1− sin2 w)ẇ2

= A2(1− z2

A2
)ẇ2 = ż2 = (A2 − z2)ẇ2

がなりたつ。したがって、(A2 − z2)ẇ2 = ω2(A2 − z2)となり、ẇ = ±ωを得

る。両辺を積分すると、w = ±ωt+αとなり、単振動の式 z = A sin(±ωt+α)

を得る。すなわち、力学的エネルギー保存則から、単振動の式が得られた。

例 5-9、　単振り子の運動曲線の法線方向は糸の方向であり、質点に働く力の

法線方向成分は T −mg cos θ である。1-14節で示したように、質点の加速度

ベクトルの法線方向成分は
|ṙ|2

ℓ
だから、運動方程式

m
|ṙ|2

ℓ
= T −mg cos θ

がなりたつ。これより張力について

T = m
|ṙ|2

ℓ
+mg cos θ

の関係式がなりたつ（図 5-3）。単振り子の糸の張力 T は束縛力であり、質点の

運動方向に垂直に働くので仕事をしない。したがって、空気抵抗などが働かな

い限り、力学的エネルギー保存則が働く。運動エネルギーは 1
2m|ṙ|2であり、ポ

テンシャルエネルギーはmgz だから、力学的エネルギーは
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図 5.3 単振り子の張力

E =
1

2
m|ṙ|2 +mgz

である。質点の最下点は z = −ℓであり、そのときの速度を |ṙ| = v0とすると、

力学的エネルギー保存則より、

1

2
m|ṙ|2 −mgℓ cos θ =

1

2
mv20 −mgℓ

がなりたつ。これより得られる |ṙ|2 = v20 − 2gℓ(1− cos θ) を先に得た単振り子

の張力の関係式に代入すると、

T =
m

ℓ
{v20 − 2gℓ(1− cos θ)}+mg cos θ =

m

ℓ
{v20 + gℓ(3 cos θ − 2)}

を得る。したがって、v20 > 5gℓがみたされるならば、常に T > 0となるので、

糸はたるむことなく、単振り子はくるくる回り続ける。そうでなければ、振り

子運動するか、T < 0が起り、糸は弛んで質点は落下する。

例 5-10,　　静止している球への別の球の衝突
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直線状の水平で滑らかな溝に静止して置かれた球 Bに速度 v の球 Aを衝突

させる。球 Bの質量は球 Aの質量mの p倍である pmとする。衝突後の２つ

の球の速度をそれぞれ vA, vB とする。運動量保存則からmv = mvA + pmvB

がなりたつ。さらに、衝突の前後で運動エネルギーが変化しないとする（これ

を完全弾性衝突という）と、

1

2
mv2 =

1

2
mv2A +

1

2
pmv2B

がなりたつ。これら２つの関係式から得られる vA + pvB = v, v2A + pv2B = v2

を vA, vB を未知数として、p ̸= 0, vB ̸= 0を用いて解くと、

vA =
1− p

1 + p
v, vB =

2

1 + p

を得る。例えば、p = 1 のとき、すなわち、２つの球が同じ質量のときは、

vA = 0, vB = vとなり、球 Aは静止し、球 Bは衝突前の球 Aの速度になる。

例えば、p = 2のとき、すなわち、球 Bの質量が球 Aの質量の 2倍のときは、

vA = −1

3
v, vB =

2

3
vとなり、球Aは逆方向に運動する。例えば、p =

1

2
のと

き、すなわち、球 Bの質量が球Aの質量の半分のときは、vA =
1

3
v, vB =

4

3
v

となり、球 Aの速度は衝突前よりも小さくなるが、球 Bの速度は球 Aの衝突

前の速度よりも大きくなる。

5.4 力学的エネルギーの散逸

質点には、一般に、保存力−∇U のほかに、束縛力N と摩擦や抵抗の力 F ′

が働くので、運動方程式は

mr̈ = −∇U +N + F ′

となる。また、

d

dt
ṙ · ṙ = 2r̈ · ṙ, d

dt
U =

∂U

∂x
ẋ+

∂U

∂y
ẏ +

∂U

∂z
ż = ∇U · ṙ
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を用いると、力学的エネルギー E = 1
2m|ṙ|2 + U について、

d

dt
E = mr̈ · ṙ +∇U · ṙ = (−∇U +N + F ′) · ṙ +∇U · ṙ = N · ṙ + F ′ · ṙ

がなりたつ。C : r = r(t), (t1 ≦ t ≦ t2)を運動方程式の解曲線とするとき、

束縛力N と運動の接線ベクトル ṙは直交するのでN · ṙ = 0がなりたち、束縛

や抵抗の力 F ′ は接線ベクトル ṙ とは逆向きのベクトルであるので F ′ · ṙ < 0

となる。したがって、

E(t2)−E(t1) =

∫ t2

t1

d

dt
E dt =

∫ t2

t1

(N · ṙ+F ′ · ṙ)dt = 0+

∫ t2

t1

F ′ · ṙ dt < 0

となる。E(t2) < E(t1)となるから、力学的エネルギーは保存されずに減少す

る。これを力学的エネルギーの散逸という。散逸したエネルギーは熱エネルギー

などに変わる。したがって、力学的エネルギー保存則は、摩擦や抵抗が全くな

い理想的な状況のもとでなりたつ。
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第6章

中心力と惑星の運動

6.1 中心力による運動の性質

F (r)を r > 0に対して与えられた正の値をとる１変数関数で r が大きくな

ると 0に近づくものとする。位置ベクトル rの点において、rと逆向きで大き

さ F (|r|)の力を与えるベクトル場

F (r) = −F (|r|) r

|r|

を考える。力の大きさは原点からの距離 |r|だけに関係し、しかも、原点 Oへ

向かう力である。このような力のベクトル場を中心力という（図 6-1）。U(r) =∫ r

0

F (r)drと置くと、

−∇U(|r|) = −U ′(
√
x2 + y2 + z2)


2x

2
√

x2+y2+z2

2y

2
√

x2+y2+z2

2z

2
√

x2+y2+z2


= −F (|r|) r

|r|
= F (r)

がなりたつので、このベクトル場はU(|r|)をポテンシャルとする保存力である。
この中心力による運動方程式は

mr̈ = −F (|r|) r

|r|

となる。位置ベクトル r と速度ベクトル ṙ とのベクトル積を L = r × ṙ と置
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O

r (t)

r (t+   t)∆

r (t+   t) −∆ r (t)

図 6.1 面積速度

く。角運動量ベクトルと同じ記号 Lを用いているが、ここでの Lは角運動量

ベクトルにおける質量m 外したものである。ṙ × ṙ = 0, r × r = 0だから、

d

dt
L = ṙ × ṙ + r × r̈ = 0+ r × F (|r|)

m|r|
r = 0

がなりたつので、L = r × ṙは時刻 tに関係しない一定のベクトルである。こ

のことは、質点が時刻 tに関係しない一定のベクトル Lに垂直な平面上を運動

することを意味する。また、

S(∆t) =
1

2
|r(t)× (r(t+∆t)− r(t))|

と置けば、S(∆t)は、ベクトル r(t)とベクトル r(t + ∆t) − r(t)を２辺とす

る三角形の面積であるので、∆tを 0に近づけたとき、S(∆t)
∆t が近づく値である

1

2
|r× ṙ|を運動の面積速度という（図 6-2）。中心力による運動は r× ṙが一定

であるので、面積速度が一定である。
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6.2 中心力による運動を極座標で見る

中心力による運動は、一つの平面上の運動であるので、その運動平面を xy平

面であるとして、位置ベクトルを

r =


r cos θ

r sin θ

0


と、極座標表示すると、

ṙ =


ṙ cos θ − r sin θ θ̇

ṙ sin θ + r cos θ θ̇

0


となり、

r cos θ(ṙ sin θ + r cos θ θ̇)− r sin θ(ṙ cos θ − r sin θ θ̇) = r2θ̇

だから、

L = r × ṙ =


r cos θ

r sin θ

0

×


ṙ cos θ − r sin θ θ̇

ṙ sin θ + r cos θ θ̇

0

 =


0

0

r2θ̇


となる。したがって、中心力による運動において、r× ṙが一定であるという前

節の結果を極座標で表わせば、r2θ̇ = hが一定であるということである。hは

面積速度の２倍である。また、

|ṙ| = (ṙ cos θ − r sin θ θ̇)2 + (ṙ sin θ + r cos θ θ̇)2

= ṙ2 + r2θ̇2 = ṙ2 + r2(
h

r2
)2 = ṙ2 +

h2

r2

となるので、力学的エネルギー保存則 1
2m|ṙ|2 + U(|r|) = E は、

1

2
m(ṙ2 +

h2

r2
) + U(r) = E
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と表せる。

両辺を微分すると、

1

2
m(2ṙr̈ − 2h2

r3
ṙ) + U ′(r)ṙ = 0

ṙで両辺を割ると、

m(r̈ − h2

r3
) + U ′(r) = 0

この微分方程式の解を r = r(t)とすれば、r2θ̇ = hより、θ̇ = h
r(t)2 ̸= 0だか

ら、θ = θ(t)は tの増加関数あるいは減少関数となり、tは θ の関数 t = t(θ)

になる。したがって、これを代入すると、r = r(t(θ))は θの関数である。

ṙ =
dr

dθ

dθ

dt
= θ̇

dr

dθ
=

h

r2
dr

dθ

r̈ =
d

dθ
(
h

r2
dr

dθ
)θ̇ =

h2

r2
(
1

r2
dr

dθ
)

だから、これらをもとの微分方程式に代入すると、

mh2

r2
(
d

dθ

1

r2
dr

dθ
)− mh2

r3
+ U ′(r) = 0

両辺をmh2 で割ると、

1

r2
d

dθ
(
1

r2
dr

dθ
)− 1

r3
+

U ′(r)

mh2
= 0

を得る。これが中心力による運動の極座標による方程式である。後でこの微分

方程式を万有引力のポテンシャル U(r)の場合について解く。

6.3 ２つ質点の内力による運動

２つの質点A, Bがお互いに力（内力という）を及ぼし合って運動し、質点以

外からの力（外力という）ははたらかないものとする。質点 Aから質点に及ぼ

す力を F とすれば、作用反作用の法則より、質点 Bが質点に及ぼす力は −F
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となる（図 6-3）。質点 Aの質量をmとし、位置を rAで、質点 Bの質量をM

とし、位置を rB で表わすとき、運動方程式は

mr̈A = −F , M r̈B = F

の２つである。ここで、

r = rA − rB

と置くと、

r̈A = −F

m
, r̈B =

F

M

だから、

r̈ = r̈A − r̈B = − F

M
− F

m
= −m+M

Mm
F

がなりたつので、

µ =
Mm

M +m

と置くと、

µr̈ = −F

がなりたつ。これは中心力についての運動方程式である。ただし、原点は質点

Bの位置であり、質量は µである。µを換算質量という。なお、

µ =
m

1 + m
M

だから、M がmに比べて大きい場合は、µはほとんどmに等しくなる。

6.4 楕 円

次節で用いる楕円の性質を示しておく。

（1）a > 0, 0 ≦ e < 1とするとき、点 (−ae, 0)、および、点 (ae, 0)からの距

離の和が 2aの点 (x, y)は、楕円
x2

a2
+

y2

(1− e2)a2
= 1を描く（図 6-4）。なぜ
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O

r

r

A

B

A

B

− F
F

図 6.2 2つの質点間の内力

 

 x

y

a−a

1 − e2 a

− 1 − e2 a

O

x2

a2

y2

(1 − e2)a2
+ =1

(x,y)

ae−ae

図 6.3 楕円
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なら、

√
(x− ae)2 + y2 +

√
(x+ ae)2 + y2 = 2a

より、 √
(x− ae)2 + y2 = 2a−

√
(x+ ae)2 + y2

両辺を２乗すると

(x− ae)2 + y2 = 4a2 − 4a
√
(x+ ae)2 + y2 + (x+ ae)2 + y2

4a
√
(x+ ae)2 + y2 = 4a2 + 4aex = 4a(a+ ex)

(x+ ae)2 + y2 = a2 + 2aex+ e2x2

(1− e2)x2 + y2 = a2 − a2e2 = a2(1− e2)

これより、x2

a2 + y2

(1−e2)a2 = 1が得られるからである。

0 < e < 1 とするとき、楕円
x2

a2
+

y2

(1− e2)a2
= 1 について、a を長径、

√
1− e2aを短径、eを離心率、点 (−ae, 0)、および、点 (ae, 0)を焦点という。

（2）点 (ae, 0)を原点とする極座標 x− ae = r cos θ, y = r sin θにより表せる

r =
a(1− e2)

1 + e cos θ
は、

x2

a2
+

y2

(1− e2)a2
= 1をみたす（図 6-5）。なぜなら、

r + re cos θ = r(1 + e cos θ) = a(1− e2)

r = a(1− e2)− re cos θ = a(1− e2)− e(x− ae)

(x− ae)2 + y2 = r2 cos2 θ + r2 sin2 θ = r2

= a2(1− e2)2 − 2ae(1− e2)(x− ae) + e2(x− ae)2

(1− e2)(x− ae)2 + 2ae(1− e2)(x− ae) + y2 = a2(1− e2)2

(x− ae)2 + 2ae(x− ae) +
y2

1− e2
= a2 − a2e2

(x− ae+ ae)2 +
y2

1− e2
= a2
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 x

y

a−a

1 − e2 a

− 1 − e2 a

O ae

r
θ

r =
a(1 − e2)
1 + ecos θ

図 6.4 楕円の極座標表示

x2

a2
+

y2

(1− e2)a2
= 1

を得る。

x2

a2
+

y2

(1− e2)a2
= 1は、1− e2 > 0のとき、楕円であり、1− e2 < 0のと

き、双曲線である。

6.5 万有引力による惑星の運動

物体にはお互いに引き合う万有引力が働く。質量mの質点と質量M の質点

とが距離 r離れているときの万有引力の大きさ F (r)は

F (r) = G
mM

r2
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である。ここで Gは万有引力定数と呼ばれる定数であり、

G = 6.67× 10−11N ·m2/kg2

である。万有引力は一方の質点を原点とする中心力であり、したがって、保存

力でもあるが、そのポテンシャル U(r)は

U(r) =

∫
G
mM

r2
dr = −GmM

r

となる。２つの質点にかかる外力を無視した運動方程式を極座標で表わし、6-3

節で求めた半径 rの角の大きさ θについての関数 r(θ)がみたすべき微分方程式

を考える。しかも、質量M がmよりはるかに大きい場合を考え、計算式を簡

単にするため、換算質量 µは質量mに等しいとすれば、それは

1

r2
d

dθ
(
1

r2
dr

dθ
)− 1

r3
+

GM

h2r2
= 0

となる。因みに、太陽系の最大の惑星である木星の質量は、太陽の質量の約 1
1000

であり、地球の質量は太陽の質量の 33万分 1以下であり、月の質量は地球の質

量の約 1
100 である。両辺に r2 をかけると、

d

dθ
(
1

r2
dr

dθ
)− 1

r
= −GM

h2

となり、u =
1

r
と変数変換すれば、

du

dθ
= − 1

r2
だから、

d2u

dθ2
+ u =

GM

h2

が得られる。これは 4-8節の復元力についての運動方程式と同じ形をしている。

u = GM
h2 はこの微分方程式の特殊解であり、２次方程式 α2 + 1 = 0 の解は

α = ±iだから、4-1節 (2),(3)より、

u =
GM

h2
+A cos(θ + θ0)

がこの微分方程式の解である。ここではコサイン関数を用いているが、定数 θ0

取り替えればサイン関数を用いることもできる。さらに、

e =
h2A

GM
, a =

h2GM

G2M2 − h4A2
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と置くと、

a(1− e2) =
h2GM

G2M2 − h4A2
(1− h4A2

G2M2
) =

h2

GM

a(1− e2)
1

r
=

h2

GM
u = 1 +

h2A

GM
cos(θ + θ0) = 1 + e cos(θ + θ0)

がなりたつので、

r =
a(1− e2)

1 + e cos(θ + θ0)

となる。6-3節で示したように、1− e2 > 0がなりたつときは、上の等式は楕

円
x2

a2
+

y2

(1− e2)a2
= 1の、焦点 (ae, 0)を原点とした極座標表示である。ま

た、1− e2 < 0がなりたつときは、双曲線の極座標表示である。

面積速度は
1

2
|r × ṙ| = 1

2
r2θ̇ =

h

2
だったから、楕円運動の周期 T は、楕円

の面積 πabを面積速度で割った

T =
2πab

h

である。h2 = GMa(1− e2) だから、

T 2 =
4π2a2b2

h2
=

4π2a2a2(1− e2)

GMa(1− e2)
=

4π2a3

GM

となる。この等式は、周期 T の２乗は長径 aの３乗に比例することを意味する。

ケプラーは観測データから、惑星の運動は「楕円運動である」、「面積速度は一

定である」、「公転周期の２乗が長径の３乗に比例する」ことを発見したが、本

章の議論により、これらの３つの法則が理論的に示されたことになる。
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第7章

座標系の取り替え

運動を調べるためには、極座標による変数など運動の特質に応じた変数を用い

ることが有効である。さらに、運動の特質に応じた座標系を取り替えて調べる

ことが必要になることもある。座標系は軸単位ベクトルで表わすことができる。

7.1 並 進 座 標 系

　　

軸単位ベクトル i =


1

0

0

 , j =


0

1

0

 ,k =


0

0

1

の原点 Oを、ベク

トル r0 = r0(t)だけ動かした点を O′ とし、O′ を原点とする軸単位ベクトル

i′, j′,k′ は、i′ は iに平行、j′ は j に平行、k′ は k に平行とする。このよう

な軸単位ベクトル i′, j′,k′による座標系を並進座標系という（図 7-1）。座標系

i, j,kによる位置ベクトル rの点の並進座標系 i′, j′,k′ による位置ベクトルを

r′ とすれば、

r′ = r − r0

の関係があるので、r̈′ = r̈ − r̈0 がなりたつ。したがって、質量mの質点の座

標系 i, j,kにおける運動方程式mr̈ = F は並進座標系 i′, j′,k′ において

mr̈′ = F −mr̈0

となる。つまり、座標系を取り替えることによって運動方程式に−mr̈0の項が
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図 7.1 並進座標系

加わるが、これは質点や物体に加わる力ではなく、座標系の取り換えによって

加わる見かけ上の力である。この見かけ上の力を慣性力という。加速度をもっ

て動く並進座標系においては、このような見かけ上の力を入れた運動方程式を

考えることが必要になる。

例 7-1,加速度 aで昇降しているエレベータ内の質量mの質点を考える。a > 0

ならば、エレベータは上昇しており、a < 0ならば下降している。質点がエレ

ベータに括り付けられていれば質点の運動はエレベータの運動と同じであるの

で括り付けられていないものとする。エレベータの床面 O′ を原点とする並進

座標系で鉛直上方向を z 軸とすると、質点の運動方程式は

mz̈′ = −mg − am

となり、エレベータ内の質点には鉛直方向に−m(g+a)の力がかかることになる。

したがって、a = −gのときは、無重力であり、a > 0のときは、−(g+a)m < −gm

となり、過重力である。なお、これはエレベータの動きに並進している座標系
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からみたものであり、エレベータの外部の座標系からみれば、この質点にかか

る力は −mgである。

この質点がエレベータの天井から長さ ℓの糸でつるされた単振り子だとする

と、エレベータの床面を原点とする並進座標系を考えることが必要になり、糸

と鉛直方向との角度 ϕについての運動方程式は

ϕ̈ = −g + a

ℓ
sinϕ

となる（4-13節）。

7.2 単振動する台に吊された単振り子の運動

Oを原点とする座標軸 i, j,kの j 軸上を動く台があり、その台の 1点 O′ に

長さ ℓで質量mの単振り子がつり下げられているとする。点 O′ の運動が原点

Oを中心とする振幅 B で角振動数 ω0 の単振動だとすると、点 O′ の位置ベク

トル r0 について、

r0 =


0

B cosω0t

0

 , ṙ0 =


0

−ω0B sinω0t

0

 , r̈0 =


0

−ω2
0B cosω0t

0


がなりたつ。糸と鉛直下方との角度を θとすると、質点には、糸の張力 T と重

力 −mgが作用するから、質点の運動方程式を座標軸 i, j,kによる位置ベクト

ルで表わすと、

mr̈ =


0

−T sin θ

−mg + T cos θ


となる（図 7-2）。したがって、O′ を原点とする並進座標軸 i′, j′,k′ による質

点の位置ベクトル r′ =


x′

y′

z′

 = r − r0 についての運動方程式は
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mẍ′

mÿ′

mz̈′

 =


0

−T sin θ +mω2
0B cosω0t

−mg + T cos θ


となる。これより

mÿ′ = −T sin θ +mω2
0B cosω0t

mz̈′ = −mg + T cos θ

を得る。この２つの等式から、T を消去すると、

m(ÿ′ cos θ + z̈′ sin θ) = mω2
0B cosω0t cos θ −mg sin θ

を得る。一方、

r′ =


0

ℓ sin θ

ℓ cos θ

 , ṙ′ =


0

ℓ cos θ θ̇

ℓ sin θ θ̇

 ,

r̈′ =


ẍ′

ÿ′

z̈′

 =


0

−ℓ sin θ θ̇2 + ℓ cos θ θ̈

ℓ cos θ θ̇2 + ℓ sin θ θ̈


だから、

ÿ′ = −ℓ sin θ θ̇2 + ℓ cos θ θ̈, z̈′ = ℓ cos θ θ̇2 + ℓ sin θ θ̈

を得る。これより、

ÿ′ cos θ + z̈′ sin θ = ℓθ̈

がなりたつから、

mℓθ̈ = −mg sin θ +mω2
0B cosω0t cos θ

θ̈ = −g

ℓ
sin θ +

ω2
0B

ℓ
cosω0t cos θ

を得る。単振り子の振動角 θ が 0 に近い場合は、関数の近似式 sin θ ≈
θ, cos θ ≈ 1を用いると、
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図 7.2 図 7-2 単振動する台に吊された振り子

θ̈ = −g

ℓ
θ +

ω2
0B

ℓ
cosω0t

が得られる。これは強制振動の方程式であり、4-8節で見たように、この方程

式の解は、台の運動の角振動数 ω0 が単振り子の角振動数 ω =

√
g

ℓ
に等しいと

きは共鳴を起す。

7.3 ガリレイ変換

原点のずらしが r0 = vtで表せる等速度直線運動している並進座標系におい

て、r =


x

y

z

 , r′ =


x′

y′

z′

 ,v =


vx

vy

vz

とすれば、
x′ = x− vxt, y′ = y − vyt, z′ = z − vzt

がなりたつ。これをガリレイ変換という。ガリレイ変換において、r̈0 = 0が

なりたっている、つまり、原点のずらしに加速度の項が無いので、運動方程式
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mr̈ = F はmr̈′ = F となり、形が変わらない。このことをニュートンの運動

方程式はガリレイ変換に対して不変であるという。しかし、速度が速いガリレ

イ変換に対して運動は不変とはならない。そのときでも光速度は変わらないと

して、アインシュタインの相対性理論はつくられた。

いろいろな座標系を考えるとき、運動している座標系を運動系といい、静止

している座標系を静止系という。また、慣性の法則がなりたつ座標系、つまり、

力が加わらなければ、静止するか等速度直線運動をする座標系を慣性系という。

7.4 回 転 座 標 系

静止座標系 i =


1

0

0

 , j =


0

1

0

 , k =


0

0

1

に対して、座標系
i′, j′,k′ を

i′ =


cosωt

sinωt

0

 , j′ =


− sinωt

cosωt

0

 , k′ =


0

0

1

 = k

とする。すなわち、座標系 i′, j′,k′の原点は座標系 i, j,kの原点とは変わらず z

軸も同じで、z軸を回転軸として角速度 ωで回転する動座標系とする（図 7-3）。

これより、

i̇′ =


−ω sinωt

ω cosωt

0

 = ωj′, j̇′ =


−ω cosωt

−ω sinωt

0

 = −ωi′, k̇′ =


0

0

0

 = 0

となるので、r = x′i′ + y′j′ + z′k′ とするとき、

ṙ = ẋ′i′ + x′i̇′ + ẏ′j′ + y′j̇′ + ż′k′ + z′k̇′
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= ẋ′i′ + x′ωj′ + ẏ′j′ + y′(−ω)i′ + ż′k′

= (ẋ′ − ωy′)i′ + (ẏ′ + ωx′)j′ + ż′k′

r̈ = (ẍ′ − ωẏ′)i′ + (ẋ′ − ωy′)i̇′ + (ÿ′ + ωẋ′)j′ + (ẏ′ + ωx′)j̇′ + z̈′k′ + ż′k̇′

= (ẍ′ − ωẏ′)i′ + (ẋ′ − ωy′)ωj′ + (ÿ′ + ωẋ′)j′ + (ẏ′ + ωx′)(−ω)i′ + z̈′k′

= (ẍ′ − 2ωẏ′ − ω2x′)i′ + (ÿ′ + 2ωẋ′ − ω2y′)j′ + z̈′k′

となる。F = X ′i′+Y ′j′+Z ′k′とすると、質量mの質点の運動方程式mr̈ = F

より、

m(ẍ′−2ωẏ′−ω2x′)i′+m(ÿ′+2ωẋ′−ω2y′)j′+mz̈′k′ = X ′i′+Y ′j′+Z ′k′

となり、これより、

m(ẍ′ − 2ωẏ′ − ω2x′) = X ′, m(ÿ′ + 2ωẋ′ − ω2y′) = Y ′, mz̈′ = Z ′

を得る。したがって、

m


ẍ′

ÿ′

z̈′

 =


X ′

Y ′

Z ′

+


2mωẏ′

−2mωẋ′

0

+


mω2x′

mω2y′

0


が得られる。このように回転座標系 i′, j′,k′ についての運動方程式では、座

標系 i, j,k についての運動方程式に比べると最後の２つの項が付け加わる。
2mωẏ′

−2mωẋ′

0

をコリオリの力といい、


mω2x′

mω2y′

0

を遠心力という。

遠心力mω2


x′

y′

0

は回転座標系の原点から質点の方向へ向かった大きさ
mω2

√
x′2 + y′2 の力である（図 7-4）。

コリオリの力はベクトル積を用いると
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2ωẏ′

−2mωẋ′

0

 = 2mω


ẋ′

ẏ′

0

×


0

0

1


と表せるので、回転座標系 i′, j′,k′ についての速度ベクトルと回転軸の両方に

直交する方向に運動を曲げる、大きさ 2mω
√

ẋ′2 + ẏ′2 の力である（図 7-5）。

長い振り子（できれば 10m以上）に重い錘を付けたフーコーの振り子は、往復

振動面が北半球においては、右回りに回転する。これは地球の自転によるコリ

オリの力がはたらくことによるものである。また、台風は、北半球においては、

左まわりに渦を巻く。これも地球の自転によるコリオリの力がはたらくことに

よるものである。

なお、遠心力とコリオリの力はともに質点に作用する力でなく回転座標系で

運動を捉えることによる見かけ上の力である。
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7.5 円錐振り子の運動

長さ ℓの糸の一端を天井にくくりつけ、他端に質量mの小さなボールをくく

りつけて、角速度 ωの等速度円運動をさせるものを円錐振り子という（図 7-6）。

円錐振り子のボールが受ける力は、重力mgと糸の張力だけである。張力を T

とし、鉛直方向と糸のなす角を θとする。前節と同じ回転座標軸

i′ =


cosωt

sinωt

0

 , j′ =


− sinωt

cosωt

0

 , k′ =


0

0

1


を用いる。ただし、座標軸の角速度をボールの角速度 ωと同じにする。すると、

x′ = ℓ sin θ, y′ = 0, z′ = −ℓ cos θ

となるので、

ẋ′ = ẏ′ = ż′ = 0, ẍ′ = ÿ′ = z̈′ = 0

となる。前節で得た座標系 i′, j′,k′ についての運動方程式

m


ẍ′

ÿ′

z̈′

 =


X ′

Y ′

Z ′

+


2mωẏ′

−2mωẋ′

0

+


mω2x′

mω2y′

0


を適用すると、

0

0

0

 =


−T sin θ

0

T cos θ −mg

+


0

0

0

+


mω2ℓ sin θ

0

0


を得る。これより、

−T sin θ +mω2ℓ sin θ = 0, T cos θ −mg = 0

を得る。これらの２つの等式は、張力 T と重力mgと見かけ上の力である遠心

力mω2ℓ sin θの３つの力がつり合っていることを示すものである（図 7-7）。こ
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れより、

T =
mω2ℓ sin θ

sin θ
= mℓω2

cos θ =
mg

T
=

mg

mℓω2
=

g

ℓω2

が得られる。ω2 =
g

ℓ cos θ
だから、この円錐振り子の周期は

2π

ω
= 2π

√
ℓ cos θ

g

となる。なお、この場合は、ボールとともに回転座標系が回転するので、回転

座標系についてのボールの速度が 0になり、コリオリの力ははたらかない。
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第8章

質点系の運動

例えば、太陽と地球のような二つの天体が相互に万有引力を作用させ合って

運動するときの運動方程式は、６章で示したように、楕円運動あるいは双曲線

運動として解を記述できる。ところが、それに月が加わるような３つ以上の天

体の運動方程式の解になると、よく知られた関数の合成や積分でもって記述で

きないことが知られている。もちろん、数値計算によって解を記述することが

できるが、それでは誤差が蓄積するため、長時間にわたる解の記述には有効で

ない。本章では、複数の質点の運動についての一般的な性質を取り扱う。

8.1 ２つの連結された球の間の内力

　　

２つの連結された小球のそれぞれに外力が働くと、それらの小球相互の間に

内力が働く。その内力の大きさは、運動方程式を考えることによって見ること

ができる。質量 m1 の球 A1 と質量 m2 の球 A2 が連結されているとする。ま

た、球 A2 から球 A1 に向かう大きさ 1のベクトルを uとして、球 A1 に大き

さ F1 の外力 F1uが、球 A2 に逆方向の大きさ F2 の外力 −F2uが働くものと

する。つまり、連結された 2つの球はそれぞれ反対方向に引っ張られている場

合を考えると良い。このとき、球A1が球A2にかける内力を kuとすれば、作

用反作用の法則より、球A2が球A1にかける内力は−kuとなる（図 8-1）。２

つの球はともに小さくて連結されているので、同一位置にあると考えて、その
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位置ベクトルを r とする。球 A1 にかかる力は F1u− kuだから、球 A1 の運

動方程式は

m1r̈ = F1u− ku

となる。球 A2 にかかる力は −F2u+ kuだから、球 A2 の運動方程式は

m2r̈ = −F2u+ ku

となる。２つの運動方程式の両辺を加えると、

(m1 +m2)r̈ = (F1 − F2)u

を得る。これは、連結した球を一つの質点と考えたときのその運動方程式であ

る。これより、

r̈ =
F1 − F2

m1 +m2
u

を得る。これを最初の運動方程式に代入すると、

ku = F1u−m1
F1 − F2

m1 +m2
u =

m2F1 +m1F2

m1 +m2
u

を得る。すなわち、

k =
m2F1 +m1F2

m1 +m2

である。このように、運動方程式を考えることにより、内力の大きさを計算す

ることができた。なお、力 F1, F2は時間 tに依存してもかまわない。これより、

特に、F1 = F2 = F のときは、k = F であり、特に、m1 = m2 のときは、

k =
F1 + F2

2
となる。

8.2 運動量保存の法則

　　

複数の質点の集まりを質点系という。質点系については、質点系の外部から

の外力と、質点系に属する質点相互の内力によって運動が決まる。質量がそれぞ
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れm1,m2, · · · ,mn の n個の質点 A1, A2, · · · , An を考える。i番目の質点 Ai

にかかる外力を Fi とする。質点 Ai に質点 Aj からかかる内力を Fij とする。

例えば、質点 A1 には外力 F1 と n − 1個の内力 F12,F13, · · · ,F1n がかかる。

したがって、質点A1にかかる力は F1 +
∑
j ̸=1

F1j である。ここで、記号
∑
j ̸=1

は、

1以外の n− 1個の j について加えることを意味する（図 8-2）。したがって、∑
j ̸=1

F1j = F12 + F13 + · · ·+ F1n

のことである。質点 Ai の位置ベクトルを ri で表わせば、この質点についての

運動方程式は

mir̈i = Fi +
∑
j ̸=i

Fij

となる。すべての iについて加えると、

m1r̈1 +m2r̈2 + · · ·+mnr̈n =
∑
i

(Fi +
∑
j ̸=i

Fij)

= F1 + F2 + · · ·+ Fn

がなりたつ。なぜなら、すべての i, j (i ̸= j)について、作用反作用の法則よ

り、Fij = Fji がなりたつので、すべての内力は打ち消し合うからある。した

がって、

M = m1 +m2 + · · ·+mn

F = F1 + F2 + · · ·+ F2

rG =
m1r1 +m2r2 + · · ·+mnrn

m1 +m2 + · · ·+mn

と置けば、

MrG = F

がなりたつ。M は質点系の総質量であり、F は質点系にかかる外力の総和であ

る。rG を質点系の重心という。MrG = F は質点系の重心についての運動方

程式である。また、質点 Ai の運動量ベクトル pi = miṙの和

P = m1ṙ1 +m2ṙ2 + · · ·+mnṙn
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を質点系の全運動量ベクトル、あるいは、全運動量という。全運動量ベクトル

についても、
d

dt
P = F

がなりたつ。なぜなら、

d

dt
P = m1r̈1 +m2r̈2 + · · ·+mnr̈n

= F1 + F2 + · · ·+ Fn = F

だからである。

F = 0、すなわち、質点系への外力の総和がゼロベクトルであるとき、

MrG = 0

となるので、質点系の重心は静止、あるいは、等速直線運動をする。また、同

じく、F = 0の場合、
d

dt
P = 0

となるので、P は一定、すなわち、外力の総和がゼロベクトルであるとき、全

運動量は一定となる。これを、運動量保存の法則という。

8.3 角運動量保存の法則

　　

質点 Ai の角運動量ベクトル Li = ri × pi についての和

L = r1 × p1 + r2 × p2 + · · ·+ rn × pn

を質点系の全角運動量ベクトル、あるいは、全角運動量という。また、各質点

にかかる外力の原点 Oに関するモーメントの総和を

N = r1 × F1 + r2 × F2 + · · ·+ rn × Fn
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とする。すべての iについて、

d

dt
Li = mi

d

dt
ri × ṙi = mi(ṙi × ṙi + r × r̈i)

= mi(0+ r × r̈i) = ri ×mir̈i

= ri × (Fi +
∑
j ̸=i

Fij)

がなりたつ。すべての、i, j (i ̸= j)について、内力の性質より、Fji = −Fij が

なりたち、ri − rj と Fij は平行だから、

ri × Fij + rj × Fji = (ri − rj)× Fij = 0

がなりたつ。したがって、異なる i, jの組み合わせ (i, j)の全体の和を記号
∑

(i,j) i ̸=j

で表わせば、∑
i

∑
j ̸=i

ri × Fij =
∑

(i,j) i ̸=j

(ri × Fij + rj × Fji) = 0

がなりたつので、

d

dt
L =

d

dt

∑
i

Li =
∑
i

(ri × Fi + ri ×
∑
j ̸=i

Fij)

=
∑
i

ri × Fi +
∑
i

∑
j ̸=i

ri × Fij =
∑
i

ri × Fi = N

がなりたつ。すなわち、
d

dt
L = N

がなりたつ。

質点系の各質点にかかる外力がゼロの場合は、質点系は内力だけで運動する

が、この場合はもちろん、運動量保存の法則がなりたつが、さらに、この場合

は、外力のモーメントの総和はN = 0であるので、

d

dt
L = 0

がなりたつ、すなわち、質点系の各質点にかかる外力がゼロの場合は全角運動
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量 Lは一定になる。このことを角運動量保存の法則という。

質点系は、受ける外力の総和がゼロで、しかも、原点Oに関する力のモーメ

ントの総和がゼロであるとき、すなわち、

F = F1 + F2 + · · ·+ Fn = 0

N = r1 × F1 + r2 × F2 + · · ·+ rn × Fn = 0

の２つの条件をみたすとき、つり合いの状態にあるという。つり合いの状態に

ある質点系は、空間の すべての点に関する 力のモーメントの総和がゼロにな

る。なぜなら、点 P の位置を r とし、点 P を原点とする質点 Ai の位置を r′i

とすれば、点 P に関する力のモーメントの総和は

r′1 × F1 + r′2 × F2 + · · ·+ r′n × Fn

= (r1 − r)× F1 + (r2 − r)× F2 + · · ·+ (rn − r)× Fn

= r1 × F1 + r2 × F2 + · · ·+ rn × Fn − r × (F1 + F2 + · · ·+ Fn)

= 0+ r × 0 = 0

となるからである。
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第9章

剛 体 の 運 動

9.1 質点系としての剛体

剛体とは力を加えても形が変わらない物体のことであり、その自由度は 6で

あることを 2-3節において説明し、さらに、2-4節において、剛体に加わる力が

つり合って静止するのは、外力の総和と外力のモーメントの総和のいずれもが

ゼロベクトルになるときであることを説明した。本章においては、剛体へ加わ

る力がつり合わないときの運動を取り扱う。

剛体の運動を考えるとき、剛体をたくさんな部分に分けて、それらの全体か

らなる質点系であるというとらえ方をする。i番目の部分の質量を mi とすれ

ば、剛体の総質量は

M =
∑
i

mi

で表せる。ここで記号
∑
i

は和を表わすが、無限個の和を考えるので、積分の

意味での和である。i番目の部分の位置ベクトルを ri とすれば、

rG =

∑
i miri∑
i mi

=

∑
i miri
M

が剛体の重心を表わす位置ベクトルである。i番目の部分にかかる外力を Fiと

すれば、

F =
∑
i

Fi

が剛体に働く外力の総和である。MrG =
∑
i

miri の両辺を２回微分すると
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M r̈G =
∑
i

mir̈i =
∑
i

Fi = F

がなりたつ。得られた

M r̈G = F

は剛体の重心の運動方程式である。また、

L =
∑
i

(miri × ṙi)

が剛体の全角運動量であり、

N =
∑
i

(ri × Fi)

が剛体に働く外力のモーメントの総和である。これらを用いると、

dL

dt
= N

がなりたつ。これが剛体の全角運動量についての方程式である。剛体について

は、重心の運動方程式と全角運動量の方程式のそれぞれによって自由度 3が定

まり、あわせて剛体の自由度 6を定めることになるので、これら２つの方程式

が剛体の運動を定める。

さらに、r′i = ri − rG として、

L′ =
∑
i

mir
′
i × ṙ′i, N ′ =

∑
i

r′i × Fi

と置くと、
dL′

dt
= N ′

がなりたつ。なぜなら、

L′ =
∑
i

mi(ri − rG)× (ṙi − ṙG)

=
∑
i

miri × ṙi −
∑
i

miri × ṙG −
∑
i

mirG × ṙi +
∑
i

mirG × ṙG

= L−MrG × ṙG −MrG × ṙG +MrG × ṙG

= L−MrG × ṙG
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がなりたち、
d

dt
(rG × ṙG) = rG × r̈G だから、

dL′

dt
=

dL

dt
−M

d

dt
rG × ṙG =

dL

dt
−MrG × r̈G

= N − rG × F =
∑
i

ri × Fi −
∑
i

rG × Fi

=
∑
i

(ri − rG)× Fi = N ′

がなりたつ。したがって、剛体の運動は剛体の重心の運動方程式M r̈G = F、

および、剛体の重心のまわりの全角運動量についての方程式 dL′

dt = N ′ で定ま

ると言うこともできる。ただし、このように考えるのは束縛条件が無い剛体の

運動についてである。

9.2 回転軸をもつ剛体

剛体上の２点 P,Qが固定して、直線 PQを回転軸として回転運動する剛体を

考える。この剛体の運動は回転角の時間変化だけで記述できるので、自由度は

1である。回転軸を z軸にとり、原点を z軸上にとって xyz座標軸を定めれば、

自由度が 1である回転する剛体の運動は、剛体の全角運動量についての方程式

dL

dt
= N , L =

∑
i

(ri ×miṙi), N =
∑
i

(ri × Fi)

の z 成分のみで記述できる。

ベクトル ri =


xi

yi

zi

 の xy 平面への正射影を r′i =

(
xi

yi

)
とすると、

ρi = |r′i| =
√

x2
i + y2i は ri の z 軸までの距離であり、r′i の x軸からの回転角

を θi とすると、
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ri =


ρi cos θi

ρi sin θi

zi


と表せる（図 9-1）。剛体だから ρiは時間 tに依存しない。また、θiの時間 tの

差は iに依存しないので、θi の時間 tの差の極限で与えられる導関数 θ̇i は iに

依存しない。したがって、θ̇i = θ̇と添字 iを外して表わせば、

ṙi =


−ρiθ̇i sin θi

ρiθ̇i cos θi

żi

 =


−ρiθ̇ sin θi

ρiθ̇ cos θi

żi


となる。したがって、

ri × ṙi =


ρi cos θi

ρi sin θi

zi

×


−ρiθ̇ sin θi

ρiθ̇ cos θi

żi

 =


ρ2i θ̇


となる。ここで、x成分と y 成分は書いていない。剛体に働く力はこのほかに

剛体を支える２点 P,Q での抗力 R1,R2 があるが、これら２点の位置ベクト

ルは z軸と平行だから、抗力による角運動量の z成分はいずれも 0になる。し

たがって、Lz =
∑
i

miρ
2
i θ̇ となるから、剛体の全角運動量についての方程式

dL

dt
= N の z 成分は

Iθ̈ =
∑
i

(ri × Fi)z

となる。ここで

I =
∑
i

miρ
2
i

である。この I を固定軸のまわり剛体の慣性モーメントという。
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9.3 剛体の慣性モーメントの計算

ある剛体の回転軸 z軸のまわりの慣性モーメントを I とする。その剛体の重

心を通る z 軸に平行な軸を z′ 軸とし、z′ 軸のまわりの慣性モーメントを I0 す

ると、

I = I0 +Md2

がなりたつ。ここで、M は剛体の質量であり、dは z軸と z′軸の間の距離であ

る。このことを示すために z 軸の位置が x′ = dとなるように x′ 軸を引き、剛

体の i番目の部分から z 軸までの距離を ρi, z
′ 軸までの距離を ρ′i、i番目の部

分の x′y′z′ 座標を


x′
i

y′i

z′i

とすると、ピタゴラスの定理から、
ρ2i = y′2i + (d− x′

i)
2, ρ′2i = y′2i + x′2

i

がなりたつ（図 9-2）。これより、

ρ2i = ρ′2i − x′2
i + (d− x′

i)
2 = ρ′2i + d2 − 2dx′

i

がなりたつ。z′ 軸は重点を通るので
∑
i

mix
′
i = 0がなりたつから、

I =
∑
i

miρ
2
i =

∑
i

miρ
′2
i +

∑
i

mid
2 − 2d

∑
i

mix
′
i = I0 +Md2

が得られる。このことを用いれば、慣性モーメントは重心を通る軸のまわりの

慣性モーメントから計算できる。

例 9-1, 棒状の剛体の慣性モーメント

長さ ℓの一様な棒状の剛体の重心を通る軸のまわりの慣性モーメント I0 =∑
i

miρ
2
i を求める。ただし、棒の太さは無視できるものとする。棒の中心を原

点とし、棒に沿った x軸を考える（図 9-3）。棒の質量をM とし、単位長さ当

りの棒の質量を ρ =
M

ℓ
とすると、棒の微小長さ dxの質量は ρdxだから、
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図 9.2 剛体の i番目の部分の位置

112



 

 

x x+dx
x

−
l

2

l

2
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I0 =

∫ ℓ
2

− ℓ
2

x2ρdx = ρ

[
x3

3

] ℓ
2

− ℓ
2

= ρ
2

3

ℓ3

8
=

Mℓ2

12

が得られる。

例 9-2, 円盤状の剛体の慣性モーメント

半径 a の一様な円盤状の剛体の重心を通る軸のまわりの慣性モーメント

I0 =
∑
i

miρ
2
i を求める。ただし、円盤の厚さは無視できるものとする。円

盤の質量をM とし、単位面積当りの円盤の質量を σ =
M

πa2
とすると、円盤

の中心から半径 r の円周の長さは 2πr だから、円盤の中心から半径 r と半径

r + drの間の部分の質量は 2σπrdrとなる（図 9-4）。したがって、

I0 =

∫ a

0

r2 × 2σπrdr = 2σπ

[
r4

4

]a
0

=
σπa4

2
=

Ma2

2

が得られる。
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図 9.5 球状の剛体

114



例 9-3, 球状の剛体の慣性モーメント

半径 aの一様な球状の剛体の重心を通る軸のまわりの慣性モーメント I0 =∑
i

miρ
2
i を求める。球状の剛体の質量を M とし、単位体積当りの質量を

σ =
M

4
3πa

3
とする。半径 a の球の中心を原点とする球の xy 平面に平行な z

の位置の切口の円の面積は π(
√
a2 − z2)2 だから、z から z + dz の間の部分の

質量は σπ(a2 − z2)dzとなる（図 9-5）。したがって、例 9-2より、その部分の

慣性モーメントは

1

2
σπ(a2 − z2)dz × (

√
a2 − z2)2 =

1

2
σπ(a4 − 2a2z2 + z4)

となるので、

I0 =

∫ a

−a

1

2
σπ(a4 − 2a2z2 + z4)dz =

8

15
a5σπ =

2

5
Ma2

が得られる。

例 9-4, 円筒状の剛体の慣性モーメント

半径 aで高さ ℓの一様な円筒状の剛体の重心を通る軸のまわりの慣性モーメ

ント I0 =
∑
i

miρ
2
i を求める。円筒の質量をM とし、単位体積当りの円筒の

質量を σ =
M

πa2ℓ
とする。円筒の中心軸を z 軸とし、円筒の底面を xy 平面と

する（図 9-6）。高さ zの切口の面積は πa2だから、zから z+ dzの間の部分の

質量は σπa2dz となり、この部分の慣性モーメントは例 9-2より、
σπa4

2
dz と

なる。したがって、

I0 =

∫ ℓ

0

σπa4

2
dz =

σπa4

2
ℓ =

Ma2

2

が得られる。
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9.4 アトウッドの器械

半径 aの滑車に質量が無視できるくらい軽い糸をかけ、糸の両端にそれぞれ

質量mA,mB の錘 A,Bををつるす。これはアトウッドが重力を精密に測定す

るために考案した装置である。滑車が極めて軽い物質からできていて滑車の軸

のまわりの回転が円滑であれば滑車の軸のまわりの慣性モーメントを無視でき

るが、ここでは無視できないものとして慣性モーメントを I とする。ただし、

糸は滑らないように巻き付けられている。回転軸を z 軸、鉛直上方向を y軸と

して、錘 A,Bの位置をそれぞれ yA, yB とする。滑車の両側における糸の張力

を TA, TB とすると、２つの錘の運動方程式は

mAÿA = TA −mAg, mB ÿB = TB −mBg

となる。滑車と糸との接点の位置ベクトルをそれぞれ rA, rB とし、張力ベクト

ルをそれぞれ TA,TB とする（図 9-7）。滑車にはたらく力は（滑車を支える回

転軸にかかる抗力のほかは）TAと TB だけであるから、滑車の回転角を θとす

ると、回転する剛体である滑車の運動方程式は 9-2節で示したことから、

Iθ̈ = (rA × TA)z + (rB × TB)z = aTA − aTB = a(TA − TB)

となる。

yA + yB = d1 yB = aθ + d2, (d1, d2定数)

の関係がなりたつので、y = yB と置くと、ÿ = −ÿA = ÿB = aθ̈ がなりたつ。

したがって、

Iÿ = a2(TA − TB) = a2{(mAg −mAÿ)− (mB ÿ +mBg)}

= a2(mA −mB)g − a2(mA +mB)ÿ

がなりたち、

ÿ =
(mA −mB)a

2g

(mA +mB)a2 + I

を得る。これを最初の２つの運動方程式に代入すれば、２つの張力 TA, TB が

得られる。また、得られた運動方程式の解は
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y =
(mA −mB)a

2g

(mA +mB)a2 + I
t2 + c1t+ c0 (c1, c2は定数)

である。

9.5 剛 体 振 り 子

質量M の薄い剛体の一点に穴を開けて軸を通して、軸を留めてつり下げた

ものを剛体振り子という。軸の方向を z 軸、剛体の面を xy 平面、鉛直下方を

x軸とする（図 9-8）。この剛体振り子は、剛体に重力


Mg

0

0

と原点 Oに
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束縛力R =


Rx

Ry

0

が働く xy平面上の運動と考えることができる。重心 G

の運動方程式は

M


ẍG

ÿG

z̈G

 =


Mg

0

0

+


Rx

Ry

0


である。OGの長さを dとし、OGと x軸がなす角を θとすると、(

xG

yG

)
=

(
d cos θ

d sin θ

)

と表せるので(
ẋG

ẏG

)
=

(
−d sin θ θ̇

d cos θ θ

)
,

(
ẍG

ÿG

)
=

(
−d cos θ θ̇2 − d sin θ θ̈

−d sin θ θ̇2 + d cos θ θ̈

)

となる。抗力は
Rx

Ry

0

 =


MẍG −Mg

MÿG

0

 =


−Md cos θ θ̇2 −Md sin θ θ̈ −Mg

−Md sin θ θ̇2 +Md cos θ θ̈

0


と表せるので、抗力Rの重心 Gに関するモーメントは

−d cos θ

−d sin θ

0

×


−Md cos θ θ̇2 −Md sin θ θ̈ −Mg

−Md sin θ θ̇2 +Md cos θ θ̈

0


となる。この外積ベクトルを計算すると、x成分と y成分はともに 0であり、z

成分は

−d cos θ(−Md sin θ θ̇2+Md cos θ θ̈)+d sin θ(−Md cos θ θ̇2−Md sin θ θ̈−
Mg)

= −Md2θ̈ −Mgd sin θ
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となる。したがって、重心のまわりの慣性モーメントを I0とすれば、回転運

動の方程式は

I0θ̈ = −Md2θ̈ −Mgd sin θ

となる。回転軸のまわりの慣性モーメントを I で表わせば、I = I0 +Md2 の

関係があるので、運動方程式

Iθ̈ = −Md sin θ

が得られる。剛体振り子をあえて平面運動と考えて運動方程式を導いたが、こ

の運動方程式は回転軸のまわりの外力のモーメントが−Md sin θであることか

ら直接導くことができる。また、この運動方程式は単振り子の運動方程式と同

じような形をしており、θが小さいときは単振動の運動方程式で近似できる。
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9.6 あらい平面上を真っ直ぐに転がる円盤の運動

あらい平面上を真っ直ぐにころがる円盤の運動を考える。円盤の半径を a、質

量をM とすると、重心のまわりの慣性モーメントは I0 = Ma2

2 となる。円盤

がころがる方向を x軸とし、鉛直方向を yとする xyz座標系と、円盤の重心を

原点として並進する x′y′z′ 座標系を考える（図 9-9）。円盤にはたらく外力は、

重力、円盤と平面との接点に働く垂直抗力、平面があらいために同じく接点に

働く摩擦力の３つである。垂直抗力は重力と反対向きでその大きさ N = Mg

であり、摩擦力は円盤の進行方向と反対向きでその大きさ F は重力に比例する

ので、比例定数を µとすれば、F = µMgと表せる。この円盤の運動も剛体の

xy平面上の運動と考えることができる。円盤の重心 Gの運動方程式は

M


ẍG

ÿG

z̈G

 =


−F

N −Mg

0

 =


−µMg

0

0


となるから、ẍG = −µgが得られる。円盤の重心のまわりに働く外力のモーメ

ントは 
0

−a

0

×


−F

N

0

 =


0

0

−aF


だから、円盤の周点 Pと円盤の重心 Gと結ぶ直線と x′ 軸とのなす角を θとす

れば、回転運動の方程式は I0θ̈ = −aF となるから、

θ̈ = −aF

I0
= −aµMg

Ma2

2

= −2µg

a

を得る。t = 0において xG = 0, ẋG = v0 とすれば、微分方程式 ẍG = −µg

より

ẋG = v0 − µgt, xG = v0t−
µg

2
t2

を得る。また、t = 0において θ = 0, θ̇ = ω0とすれば、微分方程式 θ̈ = −2µg

a
より、
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θ̇ = ω0 −
2µg

a
t, θ = ω0t−

µg

a
t2

を得る。円盤の周上の点 Pは

(
x

y

)
=

(
xG + a cos θ

yG + a sin θ

)
と表せるので、

(
ẋ

ẏ

)
=

(
ẋG − a sin θ · θ̇
ẏG + a cos θ · θ̇

)

となる。円盤と平面の接点は θ = 3
2π のときだから、接点における円盤の運動

速度は(
ẋG + aθ̇

ẏG + 0

)
=

(
(v0 − µgt) + a(ω0 − 2µg

a t)

0

)
=

(
(v0 + aω0)− 3µgt

0

)
となる（これは接点の平面上の移動速度ではない）。したがって、接点における

円盤の運動速度が 0となる時刻は t =
v0 + aω0

3µg
である。この時刻より後の時

刻では摩擦力の向きが変わるので、たとえば、ẋG = v0 − µgtがなりたつのは

この時刻までである。

9.7 あらい傾斜面上を真っ直ぐにころがる円盤の
運動

傾斜角 αのあらい平面上を真っ直ぐにころがる円盤の運動を考える。円盤の

半径を a、質量をM とすると、重心のまわりの慣性モーメントは I0 = Ma2

2 で

ある。円盤がころがる方向を x軸とし、それと垂直な方向を y軸とする xyz座

標系と、円盤の重心を原点として並進する x′y′z′座標系を考える（図 9-10）。円

盤に働く外力は、重力、円盤と平面との接点に働く垂直抗力、平面があらいた

めに同じく接点に働く摩擦力の３つである。この円盤の運動も剛体の xy 平面

上の運動と考えることができる。重力は


Mg sinα

−Mg cosα

0

であり、垂直抗力は
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重力の y軸成分と反対向きでその大きさはN = Mg cosαである。摩擦力は円

盤の進行方向と反対向きでその大きさ F は垂直抗力に比例するので、比例定数

を µとすれば、F = µMg cosαと表せる。円盤の重心の運動方程式は

M


ẍG

ÿG

z̈G

 =


Mg sinα− F

N −Mg cosα

0

 =


(sinα− µ cosα)Mg

0

0


となるから、ẍG = (sinα− µ cosα)gが得られる。円盤の重心のまわりに働く

外力のモーメントは
0

−a

0

×


−F

−N

0

 =


0

0

−aF


である。円盤の周上の点 P と円盤の重心とを結ぶ直線と x′ 軸とのなす角を θ

とすれば、回転運動の方程式は I0θ̈ = −aF となるから、

θ̈ = −aF

I0
= −aµMg cosα

Ma2

2

= −2µg cosα

a

を得る。あらい平面上をころがる円盤の運動と同じ形の重心の運動方程式と回

転運動の方程式が得られた。したがって、sinα − µ cosα < 0 の場合は、円

盤の初速度を与えても、円盤のころがり運動はしばらくするとストップする。

sinα − µ cosα > 0の場合を考える。t = 0において xG = 0, ẋG = 0とすれ

ば、微分方程式 ẍG = (sinα− µ cosα)gより

xG =
(sinα− µ cosα)g

2
t2

を得る。また、t = 0において θ = 0, θ̇ = 0とすれば、微分方程式 θ̈ = −2µg cosα

a
より、

θ = −µg cosα

a
t2

を得る。円盤の回転方向と円盤の重心の移動方向は逆であるので、

xG + aθ =
(sinα− 3µ cosα)g

2
t2
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図 9.10 斜面を転がる円盤
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は、円盤と平面の接点における時刻 tまでの滑りの量である。

9.8 剛体の力学的エネルギー

剛体を質点系とみなしたとき、各質点の間の距離は不変であるので、内力の

ポテンシャルは 0と考えてよい。したがって、外力のポテンシャルだけを考え

ればよい。

鉛直方向を z軸として、剛体の i番目の部分の位置を zi とすれば、その重力

ポテンシャルはmigziであるので、剛体の重力ポテンシャルは U =
∑
i

migzi

となるが、剛体の全質量をM =
∑
i

mi、重心の位置を zG =
1

M

∑
i

mizi と

するとき、

U = g
∑
i

mizi = MgzG

となるので、重心だけにポテンシャルが働いていると考えて良い。

剛体の運動エネルギーは各部分の運動エネルギーを加えたK =
∑
i

1

2
miṙi · ṙi

であるが、r′i = ri − rG と置くとき、
∑
i

mir
′
i = 0がなりたつから、

K =
∑
i

1

2
miṙi · ṙi =

1

2

∑
i

mi(ṙ
′
i + ṙG) · (ṙ′i + ṙG)

=
1

2
(
∑
i

miṙ
′ · ṙ′i +

∑
i

ṙ′i · ṙG +
∑
i

ṙG · ṙ′i +
∑
i

miṙG · ṙG)

=
1

2
(
∑
i

miṙ
′
i · ṙ′i + 0 · ṙG + ṙG · 0+M ṙG · ṙG)

=
∑
i

1

2
miṙ

′
i · ṙ′i +

1

2
M ṙG · ṙG

となり、重心に全質量M が集中したと考えたときの運動エネルギーに重心の
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まわりの運動エネルギーを加えたものに一致する。

剛体の各部分について

d

dt
U(ri) = ṙi · ∇(ri) = −ṙi · Fi

および、
d

dt
(
1

2
miṙi · ṙi) = miṙi · r̈i = ṙi · Fi

がなりたつので、剛体にかかるポテンシャル U =
∑
I

U(ri)について、

d

dt
(K + U) =

∑
i

d

dt
(
1

2
miṙi · ṙi + U(ri)) =

∑
i

(ṙi · Fi − ṙi · Fi) = 0

がなりたつ。したがって、力学的エネルギー E = K + U は時間によらず一定

であるという力学的エネルギー保存則が剛体についてもなりたつ。

9.9 回転する剛体の運動エネルギー

z 軸を回転軸として回転運動をしている剛体を考える。その剛体の i番目の

部分の位置ベクトルを ri =


ρi cos θi

ρi sin θi

zi

とする。すなわち、ρi は ri の z軸

までの距離、θi は ri と xz 平面がなす角である（図 9-11）。剛体であることか

ら ρi は時間 t に依存しないし、θ̇i は剛体の回転の角速度 θ̇ と一致するから、

ṙi =


−ρi sin θi · θ̇
ρi cos θi · θ̇

0

となり、ri · ri = ρ2i θ̇
2 となる。したがって、剛体の

運動エネルギーは

K =
1

2

∑
i

miṙi · ṙi =
1

2

∑
i

miρ
2
i θ̇

2 =
1

2
Iθ̇2
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図 9.11 剛体の i番目の部分の位置

となる。ここで、I =
∑
i

miρ
2
i は剛体の回転軸のまわりの慣性モーメントで

ある。

例 9-5, フィギュアスケート選手が両腕を広げてスピンしているときの慣性モー

メントを I1 とし、両腕を縮めてスピンしているときの慣性モーメントを I2 と

する。両腕を広げて角速度 ω1でスピンしているとき、両腕を縮めると角速度は

変化するが、変化した角速度を ω2とすると、ポテンシャルエネルギーは関係せ

ず運動エネルギーが保存されるので、I1ω
2
1 = I2ω

2
2 がなりたつ。したがって、

ω2

ω1
=

√
I1
I2

の関係がなりたつ。たとえば、　 I2 =
1

2
I1 になったとすれば、ω2 =

√
2ω1 と

回転速度が上がる。
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9.10 滑車に巻き付けられた糸につるされた錘の
落下運動

天井につるされた半径 aの滑車に質量が無視できるような細い糸が巻き付け

られ、その先端に質量mの錘がくくりつけられ、糸をほどきながら錘が落下運

動する。鉛直上方向を z 軸とし、糸の張力を T とすれば、錘の運動方程式は

z̈ = T −mg

である（図 9-12）。滑車の回転軸に関する慣性モーメントを I して、滑車の回

転角を θとすれば、回転運動の方程式は

Iθ̈ = aT

である。aθ = −z +定数の関係があるので、aθ̈ = −z̈ の関係がなりたつ。し

たがって、

z̈ =
I

a
θ̈ −mg = − I

a2
z̈ −mg

がなりたつので、

z̈ = − a2mg

I + a2
, θ̈ =

amg

I + a2

を得る。したがって、t = 0で錘と滑車がともに静止していたとすると、

θ̇ =
amg

I + a2
t, ż = − a2mg

I + a2
t

となり、

1

2
mż2 +

1

2
Iθ̇2 =

a4m2 + a2m2I

2(I + a2)2
g2t2 − a2m2

2(I + a2)
g2t2

= mg(0− a2mg

2(I + a2)
t2) = mg(z(0)− z(t))

がなりたつ。すなわち、錘の運動エネルギーと滑車の回転エネルギーとを加え

たものが、重力ポテンシャルの差に一致する。つまり、重力ポテンシャルの差

を錘の運動エネルギーと滑車の回転エネルギーに分けている。
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図 9.12 滑車に巻きつけられた錘の落下
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第10章

ラグランジュの運動方程式

10.1 変数の取り替え

２つの変数 x1, x2 が２つの関数 f1, f2 と２つの変数 q1, q2 によって、

x1 = f1(q1, q2), x2 = f2(q1, q2)

と表せ、逆に、２つの変数 q1, q2 が２つの関数 g1, g2 と２つの変数 x1, x2 に

よって、

q1 = g1(x1, x2), q2 = g2(x1, x2)

と表せ、さらに、

x1 = f1(g1(x1, x2), g2(x1, x2)), x2 = f2(g1(x1, x2), g2(x1, x2))

がなりたつものとする。f1(g1(x1, x2), g2(x1, x2)) = x1 の両辺を x1 で偏微分

すれば、合成関数の偏微分公式より

∂f1
∂q1

∂g1
∂x1

+
∂f1
∂q2

∂g2
∂x1

=
∂x1

∂q1

∂q1
∂x1

+
∂x1

∂q2

∂q2
∂x1

= 1

を得る。同じく両辺を x2 を偏微分すれば、

∂f1
∂q1

∂g1
∂x2

+
∂f1
∂q2

∂g2
∂x2

=
∂x1

∂q1

∂q1
∂x2

+
∂x1

∂q2

∂q2
∂x2

= 0

を得る。同じように、f2(g1(x1, x2), g2(x1, x2)) = x2の両辺を x1と x2でそれ

ぞれ偏微分すれば、
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∂x2

∂q1

∂q1
∂x1

+
∂x2

∂q2

∂q2
∂x1

= 0

∂x2

∂q1

∂q1
∂x2

+
∂x2

∂q2

∂q2
∂x2

= 1

を得る。得られた４つの等式を行列を用いて表わすと、(
∂x1

∂q1
∂x1

∂q2
∂x2

∂q1
∂x2

∂q2

)(
∂q1
∂x1

∂q1
∂x2

∂q2
∂x1

∂q2
∂x2

)
=

(
1 0

0 1

)

となる。理解しやすいように変数が２個の場合を説明したが、変数の個数が多

い場合でも式が長くなるだけで同じである。

d 個の変数 x1, x2, · · · , xd が d 個の関数 f1, f2, · · · , fd と d 個の変数

q1, q2, · · · , qd で、

x1 = f1(q1, q2, · · · , qd), x2 = f2(q1, q2, · · · , qd), · · · , xd = fd(q1, q2, · · · , qd)

と表せ、逆に、d個の変数 q1, q2, · · · , qd が d個の関数 g1, g2, · · · , gd と d個の

変数 x1, x2, · · · , xd で、

q1 = g1(x1, x2, · · · , xd), q2 = g2(x1, x2, · · · , xd), · · · , qd = gd(x1, x2, · · · , xd)

と表せ、さらに、

x1 = f1(g1(x1, x2, · · · , xd), g2(x1, x2, · · · , xd), · · · , gd(x1, x2, · · · , xd)),

x2 = f2(g1(x1, x2, · · · , xd), g2(x1, x2, · · · , xd), · · · , gd(x1, x2, · · · , xd))

, · · · , xd = fd(g1(x1, x2, · · · , xd), g2(x1, x2, · · · , xd), · · · , gd(x1, x2, · · · , xd))

がなりたつとき、これらの２組の変数は互い取り替え可能であると呼ぶことに

する。このとき、２個の変数の場合と同様にして
∂x1

∂q1
∂x1

∂q2
· · · ∂x1

∂qd
∂x2

∂q1
∂x2

∂q2
· · · ∂x2

∂qd
...

...
. . .

...
∂xd

∂q1
∂xd

∂q2
· · · ∂xd

∂qd




∂q1
∂x1

∂q1
∂x2

· · · ∂q1
∂xd

∂q2
∂x1

∂q2
∂x2

· · · ∂q2
∂xd

...
...

. . .
...

∂qd
∂x1

∂qd
∂x2

· · · ∂qd
∂xd

 =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1
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を得る。この行列の等式の (i, j)成分は

d∑
k=1

∂xi

∂qk

∂qk
∂xj

=

1 (i = j のとき)

0 (i ̸= j のとき)

である。この等式を互いに取り替え可能な変数についての公式と呼ぶことに

する。

10.2 微小変量解析の考え方

２変数関数 f(x, y)と仮想変位（微小変量）δx, δyに対して

h(t) = f(x+ tδx, y + tδy)

と置くと、合成関数の微分公式より

h′(t) =
∂f

∂x
(x+ tδx, y + tδy)δx+

∂f

∂y
(x+ tδx, y + tδy)δy

がなりたつ。平均値の定理より、h(1)− h(0) = h′(θ)をみたす 0 < θ < 1が存

在するので、

f(x+ δx, y + δy)− f(x, y) =
∂f

∂x
(x+ θδx, y + θδy)δx+

∂f

∂y
(x+ θδx, y + θδy)δy

=
∂f

∂x
(x, y)δx+

∂f

∂y
(x, y)δy + ϵ

がなりたつ。ここで

ϵ = {∂f
∂x

(x+θδx, y+θδy)−∂f

∂x
(x, y)}δx+{∂f

∂y
(x+θδx, y+θδy)−∂f

∂y
(x, y)}δy

である。δx, δy は微小変量だから、上の等式の２つの {}の中は 0に近い。し

たがって、ϵは微小変量 δx, δy よりも微小である。したがって、

δf(x, y) = f(x+ δx, y + δy)− f(x, y)
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と置くと、

δf(x, y) =
∂f

∂x
δx+

∂f

∂y
δy = ∇f ·

(
δx

δy

)
がなりたつ。ただし、この等式は微小変量 δx, δyよりも微小な ϵを無いものと

考えた等式である。このように仮想で微小な変数である微小変量を用いて、し

かも、微小変量よりも微小なものを無いものと考えるのが微小変量解析の考え

方である。微小変量が含まれた等式は微小変量より微小なものが無視された等

式である。しかし、微小変量を用いた議論を通して得られる微小変量を含まな

い等式は、そのような無視のない等式である。理解しやすいように変数が２個

の場合を説明したが、変数の個数が多い場合でも式が長くなるだけで同じであ

る。すなわち、d個の変数をもつ関数 f(x1, x2, · · · , xd)と仮想変位（微小変量）

δx1, δx2, · · · , δxd に対して

δf(x1, x2, · · · , xd) = f(x1+δx1, x2+δx2, · · · , xd+δxd)−f(x1, x2, · · · , xd)

と置くとき、微小変量解析の考え方にもとづいて、

δf(x1, x2, · · · , xd) =
∂f

∂x1
δx1 +

∂f

∂x2
δx2 + · · ·+ ∂f

∂xd
δxd = ∇f ·


δx1

δx2

...

δxd


がなりたつ。この等式を微小変量解析の公式と呼ぶことにする。以下、記号 δ

を用いる等式においては、微小変量解析の考え方にもとづく、つまり、微小変

量よりも微小なものは無視することにする。

10.3 ラグランジアン

n個の質点からなる質点系において、運動エネルギーをK =
1

2

n∑
i=1

miṙi · ṙi
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とし、ポテンシャルを U =
n∑

i=1

U(ri)とするとき、

L = K − U

をラグランジアンという。記号

r = (r1, r2, · · · , rn) = (x1, x2, · · · , xd) (d = 3n)

を用いる。つまり、r1, r2, · · · , rnをまとめたものを記号 rで表わし、rの成分

を x1, x2, · · · , xd (d = 3n)としたのである。ラグランジアンも

L = L(r, ṙ) = L(x1, x2, · · · , xd, ẋ1, ẋ2, · · · , ẋd)

と表わすことにすると、微小変量解析の公式より、

δL =

d∑
i=1

∂L

∂xi
δxi +

d∑
i=1

∂L

∂ẋi
δẋi

となる。変数 x1, x2, · · · , xd と取り替え可能な変数を q1, q2, · · · , qd とすると、
偏微分公式、微小変量解析の公式、互いに取り替え可能な変数についての公式

より、

d∑
i=1

∂L

∂xi
δxi =

d∑
i=1

(

d∑
j=1

∂L

∂qj

∂qj
∂xi

)(

d∑
k=1

∂xi

∂qk
δqk)

=
d∑

k=1

d∑
j=1

∂L

∂qj
(

d∑
i=1

∂qj
∂xi

∂xi

∂qk
)δqk

=
d∑

k=1

∂L

∂qk
δqk

がなりたつ。同様に、

d∑
i=1

∂L

∂ẋi
δẋi =

d∑
k=1

∂L

∂q̇k
δq̇k もなりたつので、

δL =

d∑
i=1

∂L

∂xi
δxi +

d∑
i=1

∂L

∂ẋi
δẋi =

d∑
k=1

∂L

∂qk
δqk +

d∑
k=1

∂L

∂q̇k
δq̇k

がなりたつ。つまり、δLは取り替え可能な座標の取り方に依存しない。
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10.4 最小作用の原理とラグランジュの運動方程
式

保存力による n個の質点からなる質点系のニュートンの運動方程式

mir̈i +∇U = 0 (i = 1, 2, · · · , n)

は記号

r = (r1, r2, · · · , rn) = (x1, x2, · · · , xd) (d = 3n)

を用いると、

miẍi +
∂U

∂xi
= 0 (i = 1, 2, · · · , n)

と表せる。また、ラグランジアン

L(x1, x2, · · · , xd, ẋ1, ẋ2, · · · , ẋd) = L(r, ṙ) =
n∑

i=1

1

2
miṙi · ṙi +

n∑
i=1

U(ri)

=
d∑

i=1

1

2
miẋ

2
i + U(x1, x2, · · · , xd)

を用いると、
∂L

∂ẋi
= miẋi,

∂L

∂xi
= − ∂U

∂xi
だから、miẍi +

∂U

∂xi
= 0 (i =

1, 2, · · · , n)は、

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0 (i = 1, 2, · · · , d)

と表せる。この方程式はニュートンの運動方程式をラグランジアンを用いて書

き直したものにすぎない。

ラグランジアン Lと d次元空間の曲線 r(t)と区間 t1 < t < t2 に対して、

S =

∫ t2

t1

L(r(t), ṙ(t))dt

を作用という。また、δr(t) = (δx1(t), δx2(t), · · · , δxd(t))がすべての tについ

て仮想変位（微小変量）であり、δr(t1) = δr(t2) = 0をみたしているとき、変

分と呼ぶことにする（図 10-1）。
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図 10.1 変分のイメージ

136



曲線 r(t)は、すべての区間 t1 < t2 とすべての変分 δr(t)に対して、

δS =

∫ t2

t1

δL(r(t), ṙ(t))dt = 0

がなりたつとき、最小作用の原理がなりたつという。

微小変量解析の考え方を用いれば、δṙi · δṙi = 0だから、

δ(
1

2
miṙi · ṙi) =

1

2
mi(ṙi + δṙi) · (ṙi + δṙi)−

1

2
miṙ · ṙ

= miṙi · δṙi

がなりたつ。また、部分積分の公式と変分の条件 δri(t1) = δri(t2) = 0を用い

ると、∫ t2

t1

ṙi · δṙidt = ṙi · δri|t2t1 −
∫ t2

t1

r̈i · δridt

= ṙi(t2) · δri(t2)− ṙi(t1) · δri(t1)−
∫ t2

t1

r̈i · δridt

= −
∫ t2

t1

r̈i · δridt

がなりたつ。したがって、

δS =

∫ t2

t1

δL(r, ṙ)dt =

∫ t2

t1

{δ
n∑

i=1

1

2
miṙi · ṙi − δ

n∑
i=1

U(ri)}dt

=

n∑
i=1

{mi

∫ t2

t1

ṙi · δṙidt−
∫ t2

t1

∇U(ri) · δridt}

= −
n∑

i=1

∫ t2

t1

{mir̈i · δri +∇U(ri) · δri}dt

= −
n∑

i=1

∫ t2

t1

(mir̈i +∇U(ri)) · δridt

= −
d∑

i=1

∫ t2

t1

(
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
)δxidt

がなりたつ。この関係を用いると、ニュートンの運動方程式をラグランジアン
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を使って書いた
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0 (i = 1, 2, · · · , d)がなりたつならば、すべ

ての t1 < t < t2とすべての変分 δrについて、δS = 0がなりたつ、つまり、最

小作用の原理がなりたつ。次に、、ニュートンの運動方程式がなりたたない i0

と時刻 t0 とがあると仮定して、t0 を挟む区間 t1 < t2 を、すべての 1 < t < t2

での
d

dt
(
∂L

∂ẋi0

)(t)− ∂L

∂xi0

(t)の値の符号が t0での値の符号と同じになるように

とり、i0 成分は (t− t1)(t− t2)δqi0 (t1 ≦ t ≦ t2)で、i0 以外の成分はすべて

0となるような変分を考えれば、

δS = −
∫ t2

t1

(
d

dt

∂L

∂ẋi0

(t)− ∂L

∂xi0

(t))(t− t1)(t− t2)dt δqi0

は、積分区間のすべての tについて同符号の関数の積分であり、その値は 0で

ないから、微小変量解析の意味で 0にならない。すなわち、最小作用の原理が

なりたたない。したがって、ニュートンの運動方程式がなりたつことと、最小

作用の原理がなりたつことは同値である。

δLは取り替え可能な座標の取り方に依存しないので、最小作用の原理がな

りたつかどうかは、取り替え可能な座標の取り方に依存しない。したがって、

ニュートンの運動方程式がなりたつとき、

d

dt
(
∂L

∂q̇i
)− ∂L

∂qi
= 0 (i = 1, 2, · · · , d)

がすべての取り替え可能な座標 q1, q2, · · · , qdに対してなりたつ。これをラグラ
ンジュの運動方程式という。ラグランジュの運動方程式の形はニュートンの運

動方程式をラグランジアンを用いて書き直したものとと同じであるが、取り替

え可能な変数を自由に取れることが異なっている。それだけでなく、ラグラン

ジアンを定める少ない個数の運動方程式だけを考えればよいことになる。なお、

説明を短くするために、保存系の場合だけを説明した。
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10.5 束縛条件があるときのラグランジュの運動
方程式

保存力による n個の質点からなる質点系が h個の束縛条件

fν(r1, r2, · · · , rn) = 0 (ν = 1, 2, · · · , h)

のもとで運動しているとする。ニュートンの運動方程式は

mir̈i +∇U(ri) = 0 (i = 1, 2, · · · , n)

である。これらを変数記号

(r1, r2, · · · , rn) = (x1, x2, · · · , xd) (d = 3n)

および、束縛条件が無いときのラグランジアンL(x1, x2, · · · , xd, ẋ1, ẋ2, · · · , ẋd)

を用いて表わすと、

fν(x1, x2, · · · , xd) = 0 (ν = 1, 2, · · · , h)

および、
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0 (i = 1, 2, · · · , d)

となる。束縛条件のもとでの微小変量は束縛条件をみたさなければならないので

δfν(x1, x2, · · · , xd) = fν(x1 + δx1, x2 + δx2, · · · , xd + δxd)− fν(x1, x2, · · · , xd)

= 0− 0 = 0 (ν = 1, 2, · · · , h)

をみたさなければならない。すなわち、

d∑
i=1

∂fν
∂xi

δxi = 0 (ν = 1, 2, · · · , h)

をみたす微小変量（の組）δx1, δx2, · · · , δxd を考える必要がある。

束縛条件をみたすすべての微小変量（の組）とすべてのh個の数λ1, λ2, · · · , λh

に対して
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d∑
i=1

(
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
+

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xi

)δxi =
d∑

i=1

(
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
)δxi +

d∑
i=1

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xi

δxi

=

d∑
i=1

0× δxi +

h∑
ν=1

λν × 0 = 0

はなりたっている。このことがもとになって、

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
+

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xi

= 0 (i = 1, 2, · · · , d)

をみたす数 λ1, λ2, · · · , λh が存在することを以下で説明する。

束縛条件をみたす微小変量は h個の条件式で決まるので、束縛条件をみたす

微小変量の自由度は d− h以上である。したがって、条件

(∗i) δxi ̸= 0, かつ、δxj = 0 (j ̸= i)

をみたす微小変量（の組）が少なくとも d − h 個存在する。簡単のため、

(∗h + 1), (∗h + 2), · · · , (∗d) をみたす微小変量（の組）がそれぞれ存在する
ものとする。h個の未知数で h個の等式からなる連立１次方程式

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
+

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xi

= 0 (i = 1, 2, · · · , h)

には解が存在するので、その解 λ1, λ2, · · · , λh を考えると、

d∑
i=h+1

(
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
+

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xi

)δxi = 0

がすべての微小変量（の組）についてなりたつ。したがって、各 j = 1, 2, · · · , d−h

について、(∗h+ j)をみたす微小変量（の組）について、

(
d

dt

∂L

∂ẋh+j
− ∂L

∂xh+j
+

h∑
ν=1

λν
∂fν

∂xh+j
)δxh+j = 0

がなりたつことになるので、δxh+j ̸= 0より、

d

dt

∂L

∂ẋh+j
− ∂L

∂xh+j
+

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xh+i

= 0 (j = 1, 2, · · · , d− h)
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がなりたつ。以上あわせて、

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
+

h∑
ν=1

λν
∂fν
∂xi

= 0 (i = 1, 2, · · · , d)

がなりたつ。これが束縛条件がある場合のニュートンの運動方程式である。し

たがって、この場合はラグランジアンを

L =
d∑

i=1

1

2
miẋi · ẋi − U(x1, x2, · · · , xd) +

h∑
j=1

λjfj(x1, x2, · · · , xd)

に変更すればよいだけである。なぜなら、このように変更することによって、束

縛条件が無い場合と全く同様に、最小作用の原理からニュートンの運動方程式

が得られ、ラグランジュの運動方程式が得られるからである。もちろん、ラグ

ランジュの運動方程式については変数を取り替えることができる。なお、運動

エネルギーとポテンシャルを定める変数と束縛条件を定める関数の変数を別に

選ぶことができる場合には、ラグランジアンにつけ加えた束縛条件の項を無視

できることになり、少ない変数の運動方程式を考えればよいことになる。

10.6 ラグランジュの運動方程式の利用

例 10-1（単振り子）

4章 9節で取り扱った単振り子について、ラグランジュの運動方程式を考え

る。糸と z 軸の角度 ϕを変数として用いると、質点の速度は ℓϕ̇だから、質点

の運動エネルギーは

K =
1

2
m(ℓϕ̇)2

である。また、質点のポテンシャルは

U = mgz = mgℓ(1− cosϕ)

である。したがって、ラグランジアンは
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L =
1

2
mℓ2ϕ̇2 −mgℓ(1− cosϕ)

となり、宇宇
∂L

∂ϕ̇
= mℓ2ϕ̇,

∂L

∂ϕ
= −mgℓ sinϕ

だから、ラグランジュの運動方程式は

mℓ2ϕ̈+mgℓ sinϕ = 0

となる。糸の張力を考慮することなく、4-11節で得た運動方程式と同じものが

得られた。

例 10-2,慣性モーメントをもつアトウッドの器械

9-4節で取り扱ったアトウッドの器械について、ラグランジュの運動方程式

を考える。滑車の回転角 θを変数として用いると、慣性モーメントが I である

滑車の運動エネルギーは
1

2
Iθ̇2 であり、二つの質点 A,Bの運動エネルギーはそ

れそれ
1

2
mAẏ

2 =
1

2
mAa

2θ̇2,
1

2
mB ẏ

2 =
1

2
mBa

2θ̇2

である。y = yB = aθ + d1, yA = −y + d2 (d1, d2は定数)だから、重力ポテ

ンシャルは

U = mAgyA+mBgyB = mAg(d2−y)+mBgy = (mB−mA)g(aθ+d1)+mAgd2

である。ポテンシャルの定数項は無視できるので、ラグランジアンは

L =
1

2
Iθ̇2 +

1

2
mAa

2θ̇2 +
1

2
mBa

2θ̇2 − (mB −mA)gaθ

となる。

∂L

∂θ̇
= (mAa

2 +mBa
2 + I)θ̇,

∂L

∂θ
= (mA−mB)ga

だから、ラグランジュの運動方程式は
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(mAa
2 +mBa

2 + I)θ̈ − (mA−mB)ga = 0

となる。ÿ = aθ̈だから、

(mAa
2 +mBa

2 + I)ÿ − (mA−mB)ga
2 = 0

となり、糸の張力を考慮することなく、9-4 節で得た運動方程式と同じもの

が得られた。なお、ラグランジアンに束縛条件 yA + yB = d1 yB = aθ +

d2, (d1, d2定数) の項を入れなかったが、運動エネルギーとポテンシャルは変

数 θで定めることができ、束縛条件はそれとは別の変数 ξ = zA+zB, η = zB−aθ

で表わすことができるからである。つまりこの例の場合のラグランジュ運動方

程式には束縛条件が関わる式は無視することができた。

10.7 ハミルトンの運動方程式

ラグランジュの運動方程式における変数 q1, q2, · · · , qd に対して、

pi =
∂L

∂q̇i
(i = 1, 2, · · · , d)

と置く。直交座標の場合は
∂L

∂ẋi
= miẋiとなり、運動量であるので、変数 piを

qr と共役な一般運動量という。ラグランジュ運動方程式より、

ṗi =
dpi
dt

=
∂L

∂qi
(i = 1, 2, · · · , d)

がなりたつ。さらに、

H =

d∑
i=1

piq̇i − L

と置き、Hをハミルト二アンという。ラグランジアンLは q1, q2, · · · , qd, q̇1, q̇2, · · · , q̇d
の関数だから、各 q̇iが q1, q2, · · · , qd, p1, p2, · · · , pdの関数として表せるとすれ
ば、ハミルト二アンH は q1, q2, · · · , qd, p1, p2, · · · , pd の関数になる。
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δL =
d∑

i=1

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i) =

d∑
i=1

(ṗiδqi + piδq̇i)

δ(

d∑
i=1

piq̇i) =

d∑
i=1

{(pi + δpi)(q̇i + δq̇i)− piq̇i} =

d∑
i=1

(piδq̇i + q̇iδpi)

だから、

δH =
d∑

i=1

(piδq̇i + q̇iδpi)−
d∑

i=1

(ṗiδqi + piδq̇i)

=
d∑

i=1

(q̇iδpi − ṗiδqi) =
d∑

i=1

(
dqi
dt

δpi −
dpi
dt

δqi)

がなりたつ。一方、δH =

d∑
i=1

(
∂H

∂pi
δpi +

∂H

∂qi
δqi)だから、

d∑
i=1

(
dqi
dt

δpi −
dpi
dt

δqi) =

d∑
i=1

(
∂H

∂pi
δpi +

∂H

∂qi
δqi)

がなりたつ。この等式がすべての微小変量 δp1, δp2, · · · , δpd, δq1, δq2, · · · , δqd
についてなりたつことから、

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H

∂qi
(i = 1, 2, · · · , d)

がなりたつ。これをハミルトンの正準運動方程式という。ハミルトンの正準運

動方程式は

d

dt

(
qi

pi

)
=

(
∂H
∂pi

−∂H
∂qi

)
(i = 1, 2, · · · , d)

とも表せる。ハミルトンの正準運動方程式の特徴は変数の個数は多いが１階の

微分方程式であることである。運動方程式については、ニュートンの運動方程

式、ラグランジュの運動方程式、ハミルトンの正準運動方程式の３つを取り扱っ

てきた。
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