
学んだ数学、少し先の数学

本講の目的は、大学でいくらか数学を学んだ人を主な対象として、何を学んだ

のかを確認しながら、それよりも少し先にどのような数学があるのかを示すこと

である。数学の学問的特色は、できるだけ一般的であることを目標としながら、厳

密な論理に基づいて議論を進めることにある。そのような特色や、議論が抽象的

であることが原因となって、学んだことを再確認する機会をもたないまま、また、

学んだことの先にどのような学問が展開されているのかを知らないままで終わり

がちである。それは、学んだことに自信を持ち、さらにそれを活かすという、学習

の本来の目的にそぐうものではない。数学の歴史においても、当代一流の数学者

の理解が時代の事情から不十分であったことが、混乱を生み出し、次の数学進展

の契機になっている例がいくつも見られる。そうしたことを考えると、数学の学

習は容易ではないがゆえに、ある程度の訓練を経たあとは、たとえきちんと理解

できていなくても理解できたと思えるぐらいの気楽な学習の方法がつくられるべ

きであろう。おずおず、びくびくした気持ちで数学に接するよりも、いくらかの

失敗や恥を恐れない気楽さのほうが、数学が活きてくるのではないだろうか。も

ちろん当該分野の研究を本業としようとする人は除いてのことである。こうした

意図から本書はつくられている。読者に満足を与えることを願うものである。

　本講の各項目は証明がないので短くできている。つまり、証明が気になる人

はそれぞれの成書を見ていただくことを想定している。しかも、できるだけ説明

を短くするように努めたので、円滑に読み進めることに困難を感じることも起こ

るであろう。しかし、そんな場合でも先に読み進めてほしい。そのような読み方

を通して数学の概略をつかみとり、数学に対する前向きな気持ちをつくっていた

だくことが、本講の目的だからである。つまり、本講の目的は、通常の数学のテ

キストの目的とは明らかに異なる。

本講をつくるにあたっては、著者が学生のとき受けた講義とそれ以来学んだ多

数の数学書がもとになっている。なお、確認のために岩波数学辞典第４版を参考

にさせていただいた。

押川　元重

目 次

1 行列とそれらの積 4

1



2 行列式とその値 5

3 正則行列と逆行列 6

4 連立１次方程式（未知数の個数と等式の個数が一致する場合） 7

5 数ベクトルの和と定数倍 7

6 部分ベクトル空間と次元 9

7 行列のランク 9

8 線形写像 10

9 連立１次方程式の解の存在と解集合 11

10 内積とノルム 12

11 正方行列の固有値と固有ベクトル 12

12 実対称行列の対角化 13

13 エルミート行列とユニタリー行列 14

14 ジョルダン標準形 14

15 実数 15

16 複素数 17

17 関数 18

18 三角関数と指数関数 19

19 逆関数 20

20 導関数 21

21 偏導関数 23

22 陰関数 24

23 ラグランジュの未定乗数法 25

24 定積分 25

2



25 広義積分 26

26 二重積分 27

27 無限級数 28

28 正項級数と交項級数 28

29 べき級数 29

30 １階の微分方程式 30

31 ２階の微分方程式 30

32 微分方程式の解の存在と一意性 31

33 平面曲線 31

34 グリーンの定理 32

35 外積ベクトル 32

36 曲面 33

37 ベクトル場 33

38 ガウスの定理とストークスの定理 34

39 複素関数 35

40 複素積分による実積分の計算 36

41 シグマ加法性をもつ測度 37

42 ルベーク積分 38

43 二乗可積分な関数 40

44 フーリエ級数 41

45 周期関数 42

46 波動方程式 43

47 熱伝導方程式 44

3



48 数列空間 ℓ2 45

49 ヒルベルト空間 46

50 集合 46

51 写像 47

52 距離空間 48

53 近傍、集積点、境界、開集合、閉集合、連続 49

54 群 50

55 体 52

56 環 53

線型代数

1 行列とそれらの積

nm個の数または文字式を n行m列に長方形状に並べ両側から括弧で挟んだも

のを n×m行列という。m× n行列は一般に成分に２重添字を付けて
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


と表す。成分が実数だけの行列を実行列、複素数が混じった行列を複素行列とい

う。また、行の個数と列の個数が等しい行列を正方行列という。

m× n行列と n× ℓ行列の積を考えることができる。例えば、2× 2行列と 2× 1

行列との積および 2× 2行列と 2× 2行列との積はそれぞれ(
a b

c d

)(
x

y

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)
,

(
a b

c d

)(
x y

z w

)
=

(
ax+ bz ay + bw

cx+ dz cy + dw

)
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となる。一般に (i, j)成分が aijであるm× n行列と、(i, j)成分が bijである n× ℓ

行列との積は、(i, j)成分が ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnjとなるm× ℓ行列である。

正方行列Aと正方行列Bとの２つの積ABとBAは必ずしも一致しない。この

ことを行列の積は可換でないという。

n×m行列Aの行と列を入れ替えてできるm×n行列を記号AT で表し、Aの転

置行列という。２つの行列の積ABを考えることができる場合、(AB)T = BTAT

がなりたつ。

2 行列式とその値

n2個の数または文字式を n行 n列に正方形状に並べ両側から縦線で挟んだもの

を n次の行列式という。n次の行列式は一般に∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
で表す。行列式にはその値というものがある。値の計算は、２次の行列式の場合は∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

として計算する。３次の行列式の場合も値を直接求めることもできるが、例えば、

１行についての２次の行列式への展開等式∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣
を用いて計算できる。３次の行列式については、２行に沿って、３行に沿って、さ

らに、各列に沿っての２次の行列式への展開等式がある。n次の行列式の値は、行

（あるいは列）に沿っての n− 1次の行列式への展開等式を用い、さらには、n− 2

次の行列式への展開等式を用い、・・・という具合にして計算できる。なお、行列式

のある行（あるいは列）の何倍かを別の行（あるいは列）に加えても行列式の値

は変わらないという性質がある。この性質を利用して、成分に 0を増やすこと（掃

き出すという）によって計算すると楽である。

n × n行列 Aの成分はそのままにしてできる n次の行列式を記号 |A|で表わす
と、２つの n× n行列A, Bについて、|AB| = |A||B|がなりたつ。
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3 正則行列と逆行列

n× n行列Aが |A| ̸= 0をみたすとき、正則行列という。

対角線成分はすべて 1でその他の成分はすべて 0である n × n行列を n次の単

位行列といい、記号Enで表すことにする。例えば、３次の単位行列は

E3 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


である。

n× n行列Aに対して、n× n行列BがAB = BA = Enをみたすとき、BをA

の逆行列といい、記号A−1で表す。|A||B| = |AB| = |En| = 1だから、逆行列を持

つ行列は正則行列である。逆に、正則行列に対してはその逆行列を作ることがで

きる。例えば、3× 3正則行列A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

について、Aijを行列Aの

(i, j)成分を 1に取り換え、他の i行成分と j列成分はすべて 0と取り換えた 3× 3

行列とすれば、逆行列は

A−1 =
1

|A|

 |A11| |A21| |A31|
|A12| |A22| |A32|
|A13| |A23| |A33|


である。この逆行列の公式については成分の並び方に注意が必要である。n× n正

則行列の逆行列も同様につくることができる。例えば、2× 2行列の逆行列は

(
a11 a12
a21 a22

)−1

=
1∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣


∣∣∣∣∣ 1 0

0 a22

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 0 a12
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 1

a21 0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ a11 0

0 1

∣∣∣∣∣


=

1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12
−a21 a11

)

となる。ただし、a11a22 − a12a21 ̸= 0のときである。
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4 連立１次方程式（未知数の個数と等式の個数が一致す

る場合）

２つの未知数 x1, x2をもち２つの等式からなる連立１次方程式{
a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

は行列を用いて (
a11 a12
a21 a22

)(
x1

x2

)
=

(
b1
b2

)

と表せる。左辺の 2× 2行列

(
a11 a12
a21 a22

)
が正則行列の場合、逆行列が存在する

ので、上の等式にその逆行列を左からかけると、解は(
x1

x2

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)−1(
b1
b2

)
として求めることができる。この逆行列を具体的に書いて計算すると、解の公式

x1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
を得る。行列式を用いたこの解の公式がなりたつのは、分母の行列式の値が 0で

ない場合である。この公式をクラメルの公式という。同様のことが、未知数 n個、

等式 n個の連立１次方程式についてなりたつ。

5 数ベクトルの和と定数倍

n個の実数を縦に並べて両側を括弧で挟んだもの、すなわち、実数を成分とする

n× 1行列を n次元数ベクトルという。２つの n次元数ベクトルの和は
a1
a2
...

an

+


b1
b2
...

bn

 =


a1 + b1
a2 + b2

...

an + bn


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と各成分を加えてできる n次元数ベクトルであり、cを実数とするとき、n次元数

ベクトルの c倍は

c


a1
a2
...

an

 =


ca1
ca2
...

can


と各成分を c倍してできる n次元数ベクトルである。

n次元数ベクトルを記号aと太文字で表すことにする。また、n次元数ベクトル

の全体の集合を記号Rnで表す。

k+1個のn次元数ベクトルa1,a2, · · · ,ak,aについて、a = c1a1+c2a2+· · ·+ckak

をみたす k 個の実数 c1, c2, · · · , ck が存在するとき、aは a1,a2, · · · ,ak の１次結

合で表されるという。例えば、2次元数ベクトル

(
1

2

)
が２つの 2次元数ベクト

ル

(
3

4

)
,

(
5

6

)
の１次結合で表せるかどうかを調べるためには、ベクトルにつ

いての方程式

(
1

2

)
= x1

(
3

4

)
+ x2

(
5

6

)
に解があるかどうかを調べればよ

い。このベクトルについての方程式を成分で表すと

{
3x1 + 5x2 = 1

4x1 + 6x2 = 2
という連

立１次方程式になるから、この連立１次方程式が解をもつかどうかを調べると良

い。ベクトルの次元が高く、ベクトルの個数が多いばあいについても、１次結合

として表せるかどうかは、連立１次方程式が解をもつかどうかであり、それは掃

き出し法と呼ばれる方法で調べることができる。

k個の n次元数ベクトル a1,a2, · · · ,akについて、これら k個のベクトルのうち

いずれか一つのベクトルが、残りの k− 1個のベクトルの１次結合として表せると

き、１次従属系であるという。a1,a2, · · · ,akが１次従属系でないとき、１次独立

系という。

ベクトルについての方程式 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xkak = 0を考える。この方程式

を成分を用いて表せば連立１次方程式
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2kxk = 0
...

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ ankxk = 0

となる。右辺がすべて 0であるこの形の連立１次方程式を斉次連立１次方程式とい

う。x1 = x2 = · · · = xk = 0がこの方程式をみたすことはすぐにわかるので、自明な
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解という。x1a1+x2a2+· · ·+xkak = 0が自明な解のみを持つときはa1,a2, · · · ,ak

は１次独立系となり、自明な解のほかに解をもつときはa1,a2, · · · ,akは１次従属

系となる。

6 部分ベクトル空間と次元

n次元数ベクトルの集合 V が和と定数倍について閉じているとき、すなわち、

x ∈ V かつ y ∈ V ならば、x + y ∈ V がなりたち、x ∈ V かつ c ∈ Rならば、

cx ∈ V がなりたつとき、部分ベクトル空間という。n次元ベクトルの全体Rnおよ

び零ベクトルだけからなる集合 {0}も部分ベクトル空間である。k個のn次元数ベ

クトルa1,a2, · · · ,akの１次結合として表すことができるベクトル全体の集合を記

号 L(a1,a2, · · · ,ak)で表せば、L(a1,a2, · · · ,ak)は部分ベクトル空間になるので、

L(a1,a2, · · · ,ak)を a1,a2, · · · ,akが張る部分ベクトル空間という。

部分ベクトル空間V に含まれる１次独立系の最大個数をV の次元といい、V の次

元を記号dim(V )で表す。dim(Rn) = nであり、dim({0}) = 0である。a1,a2, · · · ,ak

が張る部分ベクトル空間L(a1,a2, · · · ,ak)の次元は、k個のベクトルa1,a2, · · · ,ak

のなかから取り出してできる１次独立系のベクトルの最大個数である。

7 行列のランク

m× n行列A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

の h次の小行列式とは、Aの h個の

行と列を定め、定めた行と列の両方に含まれる成分からできる h次の行列式のこ

とである。Aの小行列式でその値が 0でないものの次数の最大値をAのランクと

いい、Aのランクを記号 rankAで表す。Aのそれぞれの列から定まるm個の n次

元数ベクトルを a1,a2, · · · ,akとするとき、

rankA = dim(L(a1,a2, · · · ,ak))

がなりたつ。

n× n正方行列A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

については、次の４つの命題は同
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値である。

(1) rankA = n

(2) Aは正則行列である。

(3) A = (a1,a2, · · · ,an)とするとき、dim(L(a1 a2 · · · an)) = n

(4)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn




x1

x2

...

xn

 =


0

0
...

0

の解は自明な解だけである。

8 線形写像

固定したm × n実行列 A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

と n次元変数ベクトル

x =


x1

x2

...

xn

に対して、Tx = Axでもって T を定めると、T はRnからRmへの

写像であり、線型性

(1) x ∈ Rn,y ∈ Rn,とするとき、 T (x+ y) = Tx+ Ty

(2) x ∈ Rn, c ∈ R,とするとき、 T (cx) = cTx

をみたすので、T をm×n実行列Aが定めるRnからRmへの線形写像という。逆

に、T をRnからRmへの線形性をみたす写像とすると、Tx = Axをみたす、m×n

実行列Aが定まる。

T を Rnから Rmへの線形写像とするとき、Rmの部分集合 { Tx | x ∈ Rn }を
T の像といい、記号 Im(T )で表す。Im(T )はRmの部分ベクトル空間であり、ベ

クトルを並べてできる行列A =
(

a1 a2 · · · am

)
から定まる線形写像 T の場

合、Im(T ) = L(a1,a2, · · · ,am)がなりたつ。

T をRnからRmへの線形写像とするとき、Rnの部分集合 { x ∈ Rn | Tx = 0 }
を T の核といい、記号Ker(T )で表す。T の核Ker(T )はRnの部分ベクトル空間

である。
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RnからRmへの線形写像 T については、dim(Ker(T )) + dim(Im(T )) = nとい

う次元定理がなりたつ。

9 連立１次方程式の解の存在と解集合

未知数が n個、等式がm個の連立１次方程式
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1)

は、m×n行列A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 が定めるRnからRmへの線形写像

を T とし、x =


x1

x2

...

xn

 , b =


b1
b2
...

bm

 とすると、線形写像 T についての方程式

Tx = b

と表せる。これが解を持つための必要十分条件は、b ∈ Im(T ) = L(a1,a2, · · · ,an)

であり、したがって、

rank


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 = rank


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


がなりたつことである。また、解を持つ場合、解の一つを cとすれば、解全体の集

合は c +Ker(T )となる。したがって、解が一意であるのは、Ker(T ) = { 0 }
のときである。このように、連立１次方程式の解の存在と一意性を、線形写像の

言葉によって説明できる。
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10 内積とノルム

２つの n次元数ベクトル x =


x1

x2

...

xn

と y =


y1
y2
...

yn

に対して、実数 x1y1 +

x2y2+· · ·+xnynをxとyとの内積といい、記号 (x,y)で表す。また、
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

を xのノルムといい、記号 ∥x∥で表す。(x,y) = yTx, ∥x∥ =
√
(x,x)がなり

たっている。内積とノルムの間にはシュヴァルツの不等式 |(x,y)| ≦ ∥x∥∥y∥がな
りたつ。零ベクトルではない２つのベクトル x,yが (x,y) = 0をみたすとき、x

と yとは直交するという。

k個の n次元数ベクトル c1, c2, · · · , ckのすべてがノルム 1で、互いに直交して

いるとき、正規直交系という。

n×n実行列CがCTC = Enをみたすとき、直交行列という。n個のn次元数ベ

クトル c1, c2, · · · , cnを並べてできる n × n行列 C =
(

c1 c2 · · · cn

)
が直交

行列であるための必要十分条件は c1, c2, · · · , cnが正規直交系になることである。

11 正方行列の固有値と固有ベクトル

n × n行列 Aと数 λが方程式 |A − λEn| = 0をみたすとき、λを Aの固有値と

いう。実行列Aの固有値 λが実数であるとき、Ker(A − λEn) ̸= {0}となる。こ
こで、Ker(A− λEn)は行列A− λEnが定めるRnからRnへの線型写像の核であ

る。核Ker(A− λEn)をAの固有値 λの固有空間という。固有空間は２次元以上

のこともある。固有値 λの固有空間に属する零ベクトルでないベクトルをAの固

有値 λの固有ベクトルという。固有ベクトルは方程式
a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann − λ




x1

x2

...

xn

 =


0

0
...

0


を解くことによって求めることができる。
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12 実対称行列の対角化

n×n行列AがAT = Aをみたすとき、実対称行列という。実対称行列Aに対し

て、AC = CΛをみたす直交行列 Cと実対角行列 Λをつくることができる。これ

を実対称行列の直交行列による実対角化という。ここで実対角行列とは、対角線

成分以外の成分はすべて 0である実行列である。直交行列Cのつくりかたは、実

対称行列の固有値はすべて実数になるので、各固有空間の正規直交系をとって並

べればよい。実対角行列 Λのつくりかたは、固有ベクトルの順番にその固有値を

並べればよい。

AC = CΛ、および、直交行列の性質CTC = Enを用いると、すべての自然数 k

について、Ak = CTΛkCがなりたつので、実対称行列Aの累乗Akが計算できる。

p.q, rを実数とするとき、px2 + 2qxy + ry2を２変数 x, yの実２次形式という。

この実２次形式は px2 + 2qxy + ry2 =
(

x y
)( p q

q r

)(
x

y

)
と実対称行列を

用いて表すことができる。直交行列 C =

(
c11 c12
c21 c22

)
によって

(
p q

q r

)
C =

C

(
λ1 0

0 λ2

)
と実対角化できたとすると、直交行列による変数変換

(
u

v

)
=

C

(
x

y

)
によって、

px2 + 2qxy + ry2 =
(

u v
)( λ1 0

0 λ2

)(
u

v

)
= λ1u

2 + λ2v
2

が得られる。最右辺は性質がわかりやすい実２次形式である。変数の個数が多い

実２次形式についても、直交変換によってこのような性質がわかりやすい実２次

形式で表せる。

多変数関数の極値において、関数は定数と２階の偏微係数からできる実２次形

式の和で近似できるので、直交変換によって性質のわかりやすい実２次形式にな

おすと、その係数（固有値）の符号をみることによって、極値の性質（極大値か、

極小値か、どちらでもないか）がわかる。このほかにも、実対称行列の直交行列

による対角化の応用としては、２次曲面の分類や統計学の分散共分散行列の分析

とそれによる主因子分析や因子分析などがある。
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13 エルミート行列とユニタリー行列

実正方行列の固有値は実数であるとは限らず、複素数のこともある。したがっ

て、固有ベクトルとして複素数を成分とするベクトルを考えることが必要になる。

n個の複素数を縦に並べて両側を括弧で挟んだものを n次元複素ベクトルという。

複素ベクトルの和や複素ベクトルの複素数倍による複素ベクトル空間が考える。ま

た、２つの n次元複素ベクトル z =


z1
z2
...

zn

とw =


w1

w2

...

wn

に対して、複素数
z1w1 + z2w2 + · · ·+ znwnを zとwとの複素内積といい、記号 (z,w)で表す。ここ

で、wはwの共役複素数である。複素内積には

c(z,w) = (cz,w) = (z, cw)

(z,w) = (w, z)

などの性質がある。

n×n複素行列Aのすべての成分の共役複素数をとって転置してできる n×n行

列を記号A∗で表し、Aの共役転置行列という。n× n複素行列HがH∗ = Hをみ

たすとき、エルミート行列という。n× n複素行列U がU∗U = Enをみたすとき、

ユニタリー行列という。エルミート行列の固有値はすべて実数であり、エルミー

ト行列Hに対して、HU = UΛをみたすユニタリー行列U と実対角行列Λが存在

する。

14 ジョルダン標準形

正方行列

(
λ
)
,

(
λ 1

0 λ

)
,

 λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

 ,


λ 1 0 0

0 λ 1 0

0 0 λ 1

0 0 0 λ

 , · · ·

の固有値はすべて λであるので、これらの行列を固有値 λのジョルダン細胞とい

い、それぞれ順に、長さ 1、長さ 2、長さ 3、長さ 4、· · · と呼ぶことにする。また、
さまざまな固有値のさまざまな長さのジョルダン細胞（重複を許す）がそれらの

固有値が対角成分となるように並び、それ以外の成分はすべて 0である正方行列
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をジョルダン行列と呼ぶことにする。ジョルダン標準化可能定理とは、n× n行列

Aに対して、AS = SJ がなりたつような n× n正則行列 Sと n× nジョルダン行

列 J が存在するというものである。

n× n行列Aについて k個のベクトルの列 ak,ak−1, · · · ,a2,a1が、

(A−λE)ak = ak−1, (A−λE)ak−1 = ak−2, · · · , (A−λE)a2 = a1, (A−λE)a1 = 0

をみたすとき、Aの固有値 λ,長さ kのジョルダン系列といい、akをその頭、a1を

その足と呼ぶことにする。この関係を行列で書き表すと、

A
(

a1 a2 · · · ak

)
=
(

a1 a2 · · · ak

)


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · · λ 1

0 0 · · · 0 λ


と、固有値 λ、長さ kのジョルダン細胞で表せる。頭は (A− λEn)

kak = 0をみた

していることを考慮して、正方行列Aの各固有値について、長いジョルダン系列

から順次、それらの足が１次独立系になるように取り出して並べれば、ジョルダ

ン標準形を作ることができる。ジョルダン標準形可能定理を用いると、正方行列

Aの累乗Ak = S−1JkSが計算できる。線形微分方程式もジョルダン標準形を用い

て解くことができる。

微分積分

15 実数

実数とは小数を用いて表せる数である。そのうち、２つの整数の割算で表せる

数である有理数は、有限の桁の小数で表せるか、何桁かの数が無限に繰り返す無

限循環小数になる。それら以外の実数が無理数である。実数の間には和と積が考

えられ、絶対値がある。絶対値についての不等式

|x+ y| ≦ |x|+ |y|
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を三角不等式という。

実数列 anが実数 aに近づくとは、nを大きくしていくとき、距離 |an− a|が 0に

近づくことである。

２つの実数 a, b (a < b)について、開区間 (a, b)、閉区間 [a, b]、半開区間 (a, b]

と [a, b)はそれぞれ次の実数の集合である。

(a, b) = { x | a < x < b }

[a, b] = { x | a ≦ x ≦ b }

(a, b] = { x | a < x ≦ b }

[a, b) = { x | a ≦ x < b }

実数 kが実数の集合Aに属するすべての実数 xについて、x ≦ kがなりたつと

き、kはAの上界であるという。例えば、半開区間 [1, 2)についての上界の全体は

集合

[2,∞) = { x | 2 ≦ x }

である。上界を１個でももつ集合は上に有界であるという。上に有界な集合Aに

ついて、その上界全体の集合の最小値を集合Aの上限といい、記号 supAで表す。

したがって、半開区間 [1, 2)については、sup[1, 2) = 2となる。最大値を持つ集合

についてはその最大値が上限と一致する。最大値が無い集合でも、上に有界でさ

えあれば上限は存在する。このように、上限とは最大値を持たない集合について

最大値に代わりうるような役割を果たす数である。

「上に有界な実数の集合には上限が存在する」、すなわち、その集合の上界全体

の集合に最小値が存在する、というのが実数の連続性の公理と呼ばれるものであ

る。実数全体には隙間がないということを表すこの実数の連続性の公理は、解の

存在や最大値最小値の存在など微分積分学の存在に関わる理論の基盤として度々

用いられる。

下界、下に有界、下限 infの概念も同様に考えることができ、実数の連続性の公

理は、「下に有界な実数の集合には下限が存在する」という命題と同値である。そ

のほかにも、実数の連続性の公理と同値な命題には次のようなものがある。

• 上に有界な単調増加数列（あるいは、下に有界な単調減少数列）は極限値を
持つ。

• 上にも下にも有界な数列は収束する部分列を持つ。
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• コーシー列は極限値を持つ。コーシー列とは、n,mを限りなく大きくしたと

き |an − am|が 0に近づくような数列 {an}のことである。

16 複素数

x, yを２つの実数とするとき、z = x+ iyで表せる数を複素数という。このと

き、iを虚数単位といい、xを複素数 zの実部、yを複素数 zの虚部という。複素

数の和と積は次により計算する。

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

(x1+iy1)×(x2+iy2) = x1x2+ix1y2+ix2y2+i2y1y2 = (x1x2−y1y2)+i(x1y2+x2y1)

つまり、積については i2 = −1と置いて計算する。複素数の和と積についても、

実数の場合と同様の計算規則がなりたつ。２乗して−1になるのは、iと−iの２

つあり、i =
√
−1とも書く。

２次方程式には実数解を持たないものがあるが、複素数の範囲で必ず解があり、

解の公式もある。さらに、３次以上の方程式も複素数の範囲で必ず解がある。３

次方程式と４次方程式にも解の公式があるが、５次以上の方程式には解の公式が

無いことが証明されている。

複素数 z = x+iyに対して、z = x−iyを zの共役複素数という。zz = x2−i2y2 =

x2 + y2 ≧ 0がなりたつ。|z| =
√
zz =

√
x2 + y2を複素数 zの絶対値という。

複素数 z = x + iyを座標平面の点 (x, y)に対応して考える。このときの座標平

面を複素平面という。

複素平面において原点を中心とする半径 1の円を、複素平面の単位円とよぶ。

tを実数とするとき複素数 eitを次のように定める。t > 0のときは単位円上の点

1+ 0iから単位円上を時計の針と逆方向に長さ tだけ進んだ単位円上の点が表す複

素数を eitとし、t < 0のときは単位円上の点 1 + 0iから単位円上を時計の針と同

じ方向に長さ−tだけ進んだ単位円上の点が表す複素数を eitとする。また、t = 0

のときは、e0i = 1とする。このとき、次がなりたつ。

e2πi = 1, eπi = −1, e
π
2
i = i, e−

π
2
i = −i

eit1eit2 = ei(t1+t2), |eit| = 1
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また、複素数 z = x+ iyと原点を結ぶ直線と単位円との交点が表す複素数を eiθ

とすれば、z = |z|eiθと表せる。

17 関数

例えば y = x2によって変数 xの値を定めるごとに変数 yの値が定まる。すなわ

ち、この等式は数から数への対応を与えている。数から数への対応を関数という。

関数を一般に記号 y = f(x)で表す。数 xに対応する数を f(x)で表わしている。こ

のとき、xを独立変数、yを従属変数、fを関数記号という。独立変数、従属変数、

関数記号としてどのような文字記号を用いるかは自由である。関数を従属変数を

用いないで単に f(x)で表わすこともある。また、f(x)は必ずしも xについての数

式で表せるものでなくてもよい。関数の独立変数がとりうる数の集合を定義域、関

数の値がとりうる数の集合を値域という。

関数 f(x)について、変数 xを実数 aに近づけるとき、f(x)が実数Aに近づくこ

とを記号 lim
x→a

f(x) = Aで表し、Aを極限値という。極限値について曖昧さのない

厳密な議論するとき、

「どんなに小さな正数 ϵについても、0 < |x − a| < δ をみたす xについて、

|f(x)− A| < ϵがなりたつような正数 δがとれる」

といった ϵ− δ式論理を用いることもある。また、関数の極限値を数列の極限値

を利用して議論することもあり、その場合に用いるのは、

「lim
x→a

f(x) = Aがなりたつための必要十分条件は、aに収束するようなすべて

の数列 anについて、数列 f(an)はAに収束する」

という命題である。また、変数 xを実数 aよりも大きいほうから aに近づける

とき、f(x)が実数Aに近づくことを記号 lim
x→a+

f(x) = Aで表し、Aを右極限値と

いう。変数 xを実数 aよりも小さいほうから aに近づけるとき、f(x)が実数Aに

近づくことを記号 lim
x→a−

f(x) = Aで表し、Aを左極限値という。右極限値を記号

f(a+)で、左極限値を記号 f(a−)で書くこともある。

関数 f(x)の定義域内の点 aについて、lim
x→a

f(x) = f(a)がなりたつとき、この関

数は x = aにおいて連続であるという。これはこの関数のグラフの曲線が x = a

においてつながっていることを意味する。関数 f(x)が開区間 (a, b)内のすべての

点で連続であり、 lim
x→a+

f(x) = f(a)および lim
x→b−

f(x) = f(b)をみたすとき、この関

数は閉区間 [a, b]で連続であるという。
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閉区間 [a, b]で連続な関数はこの区間の値域において最大値と最小値が存在する。

これを連続な関数についての最大値・最小値の存在定理という。

閉区間 [a, b]で連続な関数 f(x)について、M を f(a)と f(b)の間の数とすると、

f(ξ) = M をみたす ξが開区間 (a, b)内に存在する。これを連続関数についての中

間値の定理という。

関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続であることを ϵ− δ論法を用いると、

[a, b]の中のすべての xとすべての正数 ϵについて、|x’−x| < δをみたす [a, b]の中

のすべての x’について、|f(x’)− f(x)| < ϵがなりたつような正数 δが存在する。

と表せる。ここにおける正数 δは xと ϵに関係して定まるのであるが、この正数 δ

を ϵだけに関係するものにできるという命題

すべての正数 ϵについて、|x’− x| < δをみたす [a, b]の中のすべての xと x’につ

いて、|f(x’)− f(x)| < ϵがなりたつような正数 δが存在する。

を実数の連続性を用いて導くことができる。この命題を一様連続性という。一様

連続性を導くうえで閉区間であるということが重要である。一様連続性を用いて

閉区間での連続関数について定積分が定まることを導くことができる。

18 三角関数と指数関数

角度を単位円の弧の長さで測る方法を弧度法という。弧度法を用いるとき、

eit = cos t+ i sin t

の関係がなりたつ。これは余弦関数 cos tと正弦関数 sin tの定義と考えてもよい。

cos(t1 + t2) + i sin(t1 + t2) = ei(t1+t2)

= eit1eit2 = (cos t1 + sin t1)(cos t2 + i sin t2)

= (cos t1 cos t2 − sin t1 sin t2) + i(cos t1 sin t2 + sin t1 cos t2)

より、三角関数の和の公式

cos(t1 + t2) = cos t1 cos t2 − sin t1 sin t2

sin(t1 + t2) = sin t1 cos t2 + cos t1 sin t2

を導くことができる。三角関数についての他の公式も eitの性質から導くことがで

きる。
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nを自然数とするとき、実数 aの n乗は aを n回かけたものであるが、正数 aと

実数 xに対して aの x乗 axを考えることができる。axを aを底とする指数関数と

いう。指数関数は性質

ax > 0, ax1+x2 = ax1ax2 , (ax1)x2 = ax1x2

をみたす。微積分学では特に

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)n = 2.817 · · ·

を底とする指数関数 exが重要である。

19 逆関数

関数 y = f(x)の値域に属する yに対して、f(x) = yをみたす定義域に属する

xがただ一つ定まるとき、y から xへの対応 x = g(y)で表わすとする。この関

数 x = g(y)をもとの関数の逆関数という。この逆関数は変数 x, yを取り替えて、

y = g(x)と表わしてもよい。

関数 y = 2x+ 1の逆関数は x = y−1
2
である。

aを 1と異なる正数とするとき、指数関数 y = ax の逆関数を x = loga yで表

わし、aを底とする対数関数という。対数関数の定義域は (0,∞)であり、値域は

(−∞,∞)である。また、対数関数は性質

loga xy = loga x+ loga y, loga x
y = y loga x

をみたす。

関数 y = x2の定義域を [0,∞)に制限したものの逆関数は x =
√
yである。

関数 y = x2の定義域を (−∞, 0]に制限したものの逆関数は x = −√
yである。

正弦関数 y = sin xの定義域を [−π
2
, π
2
]に制限したものの逆関数を x = sin−1 yで

表し、逆正弦関数という。逆正弦関数の定義域は [−1, 1]であり、値域は [−π
2
, π
2
]で

ある。

余弦関数 y = cos xの定義域を [0, π]に制限したものの逆関数を x = cos−1 yで表

し、逆余弦関数という。逆余弦関数の定義域は [−1, 1]であり、値域は [0, π]である。

正接関数 y = tan x = sinx
cosx
の定義域を (−π

2
, π
2
)に制限したものの逆関数を x =

tan−1 yで表し、逆正接関数という。逆正接関数の定義域は (−∞,∞)であり、値域

は (−π
2
, π
2
)である。
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20 導関数

関数 f(x)の導関数 f’(x)を求めることを、関数を微分するという。なお、関数

を y = f(x)と従属変数 yを用いて表すときは、導関数を
dy

dx
とも表す。関数を微

分するには、主な関数の導関数の公式や、関数の和、定数倍、積、商の導関数の

公式、さらには合成関数の導関数の公式を用いるとよい。まず、主な関数の導関

数の公式は

(xn)′ = nxn−1, (ex)′ = ex, (log x)′ =
1

x

(cosx)′ = − sinx, (sinx)′ = cos x, (tanx)′ =
1

cos2 x

(sin−1 x)′ =
1√

1 + x2
, (cos−1 x)′ =

−1√
1 + x2

, (tan−1 x)′ =
1

1 + x2

などであり、関数の和、定数倍、積、商の導関数の公式は

(cf(x) + dg(x))′ = cf ′(x) + dg′(x)

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

(
f(x)

g(x)
)′ =

f ′(x)g(x)− g(x)g′(x)

f(x)2

である。また、関数 y = f(x)と関数 x = g(t)の合成関数 y = f(g(t))の導関数は

(f(g(t))′ = f ′(g(t))g′(t), あるいは、
dy

dt
=

dy

dx

dx

dt

によって求めることができる。さらに、関数 y = f(x)に逆関数が存在するとき、

逆関数を x = g(y)で表すと、
dx

dy
=

1
dy
dx

によって逆関数の導関数を計算できる。

導関数 f ′(x)の x = aでの値 f ′(a)は、xが aに近づくときに
f(x)− f(a)

x− a
が近

づく値である。したがって、すべての関数について、導関数が定まるわけではな

い。f ′(a)が定まるとき関数 f(x)は x = aで微分可能であるといい、f ′(a)を関

数 y = f(x)の x = aにおける微分係数という。
f(x)− f(a)

x− a
は独立変数が aか

ら xまで変化したときの関数 f(x)の値の変化の割合だから、f ′(a)は関数 f(x)の

x = aにおける瞬間変化率である。関数 y = f(x)のグラフを考えると、瞬間変化

率 f ′(a)は点 (a, f(a))における接線の傾きである。つまり、x = aで微分可能で

あるとは、点 (a, f(a))において接線が定まるということである。接線の方程式は

y = f ′(a)(x− a) + f(a)となる。

導関数の値 f ′(a)は関数 y = f(x)の x = aにおける変化率だから、f ′(a) > 0な

らば関数は x = aで増加、f ′(a) < 0ならば関数は x = aで減少している。すなわ
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ち、導関数の値の正負を見ることによって、関数の増加減少の変化を調べること

ができる。

関数 f(x)が開区間 (a, b)のすべての点で微分可能であり、閉区間 [a, b]で連続で

あれば、
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ)をみたす点 ξが開区間 (a, b)の中に存在する。これを

平均値の定理という。平均値の定理は微積分学において度々用いられる。平均値

の定理は f(b) = f(a) + f ′(ξ)(b− a)とも表わすことができる。

商の形をした関数の極限 lim
x→a

f(x)

g(x)
において、lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0、あるい

は、lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞となるものを、不定形の極限という。不定形の極限

において、lim
x→a

f’(x)

g’(x)
が存在するならば、lim

x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f’(x)

g’(x)
がなりたつ。これ

は a = ∞のときもなりたつ。これをロピタルの定理という。ロピタルの定理は平
均値の定理を用いて証明できる。

関数 y = f(x)の導関数 f ′(x)をさらに微分してできる関数を記号 f ′′(x)あるい

は記号
d2y

dx2
で表し、y = f(x)の２次導関数という。３次、４次、・・・といったさら

に次数の高い導関数も考える。連続な導関数をもつ関数はC1級であるといい、連

続な２次導関数をもつ関数はC2級であるという。

x = aの近くで関数 f(x)がC2級であれば

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2
f ′′(a+ θ(x− a))(x− a)2

をみたす θが開区間 (0, 1)内に存在する。ここで a+ θ(x− a)は aと xの間の数を

表している。

このことは、x = aの近くで関数 y = f(x)が２次関数 y = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1
2
f ′′(a)(x− a)2で近似できることを意味するので、f ′(a) = 0, f ′′(a) > 0ならば、関

数 y = f(x)は x = aで極小値 f(a)を、f ′(a) = 0, f ′′(a) < 0ならば、関数 y = f(x)

は x = aで極大値 f(a)をとる。x = aで極小値（あるいは極大値）をとるとは関

数を x = aの近くに制限して考えると最小値（あるいは最大値）をとるというこ

とである。

x = aの近くで関数 f(x)がCn級であれば、

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1

+
fn(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n

をみたす 0 < θ < 1が存在する。これをテーラーの定理という。
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テーラーの定理を関数 f(x) = exに適用すれば、f (n)(x) = exだから、すべての

自然数 nについて、

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn−1

(n− 1)!
+

eθxxn

n!

をみたす 0 < θ < 1が存在する。 lim
n→∞

eθxxn

n!
= 0がなりたつから、

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

がすべての実数 xについてなりたつ。

21 偏導関数

２変数関数w = f(x, y)の変数 yを定数と考えて、xで微分したときの導関数を

記号 fx(x, y)、あるいは、
∂w

∂x
で表し、xについての偏導関数という。yについて

の偏導関数 fy(x, y),
∂w

∂y
も同様に考える。関数の偏導関数を計算することを偏微

分するという。

２変数関数 w = f(x, y)と２つの１変数関数 x = g(t), y = h(t)の合成関数

w = f(g(t), h(t))は１変数関数であり、その導関数は

(f(g(t), h(t)))’= fx(g(t), h(t))g’(t) + fy(g(t), h(t))h’(t)

あるいは、
dw

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+

∂w

∂y

dy

dt

により、計算できる。ただし、w = f(x, y)が偏微分可能で、x = g(t), y = h(t)が

ともに微分可能であっても、合成関数 w = f(g(t), h(t))は必ずしも微分可能にな

らない。偏導関数 fx(x, y), fy(x, y)が連続関数で、x = g(t), y = h(t)がともに微分

可能ならば、合成関数w = f(g(t), h(t))は微分可能になり、上の公式がなりたつ。

このことは多変数関数独特の事情である。

２変数関数が偏微分可能であり、偏導関数がすべて連続関数であるとき、C1級と

いう。

C1級の２変数関数w = f(x, y)と２つの偏微分可能な２変数関数x = g(u, v), y =

h(u, v)との合成関数w = f(g(u, v), h(u, v))は偏微分可能であり、

∂w

∂u
=

∂w

∂x

∂x

∂u
+

∂w

∂y

∂y

∂u
,

∂w

∂v
=

∂w

∂x

∂x

∂v
+

∂w

∂y

∂y

∂v
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がなりたつ。

２変数関数w = f(x, y)の偏導関数fx(x, y)のxに関する偏導関数を記号fxx(x, y)

あるいは、
∂2w

∂x2
で、yに関する偏導関数を記号 fxy(x, y)、あるいは、

∂2w

∂y∂x
で表し、

偏導関数 fy(x, y)の xに関する偏導関数を記号 fyx(x, y)、あるいは、
∂2w

∂x∂y
で、y

に関する偏導関数を記号 fyy(x, y)、あるいは、
∂2w

∂y2
で表す。これらを２次偏導関

数という。

２変数関数が2回偏微分可能であり、すべての２次偏導関数が連続関数であるとき

C2級であるという。２変数関数 f(x, y)がC2級であるときは、fxy(a, b) = fyx(a, b)

がなりたつ、すなわち、偏微分する順序によらない。

関数 f(x, y)が点 (a, b)の近傍でC2級ならば、点 (a, b)の近傍で

f(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

+
1

2
{fxx(a+ θ(x− a), b+ θ(y − b))(x− a)2

+ 2fxy(a+ θ(x− a), b+ θ(y − b))(x− a)(y − a)

+ fyy(a+ θ(x− a), b+ θ(y − b))(y − b)2}

をみたす θ (0 < θ < 1)が存在する。

C2級の２変数関数 f(x, y)が fx(a, b) = fy(a, b) = 0をみたすとき、(x, y) = (a, b)

の近くで関数はf(a, b)+ 1
2
(fxx(a, b)(x−a)2+2fxy(a, b)(x−a)(y−b)+fyy(a, b)(y−b)2)

で近似でき、最後の項は実２次形式だから、2×2実対称行列

(
fxy(a, b) fxy(a, b)

fxy(a, b) fyy(a, b)

)
の固有値が２つとも正であれば、関数は (x, y) = (a, b)で極小値をとり、固有値が

２つとも負であれば、関数は (x, y) = (a, b)で極大値をとる。２変数以上の多変数

関数についても、２次の偏微分係数からできる実対称行列の固有値の符号で極大、

極小の判別ができる。

22 陰関数

点 (a, b)の近くで定義された C1級の２変数関数 F (x, y)が F (a, b) = 0および、

Fy(a, b) ̸= 0をみたすならば、x = aの近くで定義されたC1級の関数 y = f(x)で

F (x, f(x)) = 0および、f(a) = bをみたすものが存在する。しかも、ただ一つであ
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る。この関数 y = f(x)を F (x, y) = 0の陰関数という。地図において平地では等

高線が決まらないことに対応しているのが、条件 Fy(a, b) ̸= 0である。

点 (a, b, c)の近くで定義された C1級の３変数関数 F (x, y, z)が F (a, b, c) = 0お

よび、Fz(a, b, c) ̸= 0をみたすならば、(a, b)の近くで定義されたC1級の２変数関

数 z = f(x, y)でF (x, y, f(x, y)) = 0および、f(a, b) = cをみたすものが存在する。

しかも、ただ一つである。この関数 z = f(x, y)を F (x, y, z) = 0の陰関数という。

これらを陰関数の存在定理という。もっと変数が多い場合や複数の方程式の場合

の陰関数の存在定理もある。陰関数を考える必要があるときにこの定理を用いる。

23 ラグランジュの未定乗数法

C1級の関数F (x, y)が、別のC1級の関数G(x, y)で決まる集合{ (x, y) | G(x, y) =

0 }に制限したとき、この集合に属する点 (a, b)で極値をとるならば、３変数の関

数H(x, y, λ) = F (x, y)− λG(x, y)について、

Hx(a, b, λ) = Hy(a, b, λ) = Hλ(a, b, λ) = 0

をみたす実数 λが存在する。この定理は、条件付きの極値であるための必要条件

を、変数を増やした３変数の関数の極値として与えている。変数の個数を増やし、

条件を与える関数の個数を増やした定理もある。この定理を用いて極値を求める

方法を、ラグランジュの未定乗数法という。

24 定積分

閉区間 [a, b]で定義された有界な関数 f(x)を考える。区間 [a, b]の中に n + 1個

の点をとり、それを a = x0 < x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = bとする

と、区間 [a, b]は n個の小区間 [xi−1, xi], i = 1, 2, · · · , nに分割されるので、この分
割を記号∆で表す。i番目の小区間 [xi−1, xi]における関数 f(x)の上限をMi、下限

をmiとして、

S(∆) =
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1), s(∆) =
n∑

i=1

mi(xi − xi−1)

と置く。さらに、分割∆を動かしたときの下限と上限を

S = inf
∆

S(∆), s = sup
∆

s(∆)
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と置くと、s ≦ Sがなりたつ。特に s = Sがなりたつとき、関数 f(x)は閉区間 [a, b]

で積分可能であるという。また、この一致した値を記号

∫ b

a

f(x)dxで表し、関数

f(x)の閉区間 [a, b]での定積分という。

閉区間 [a, b]で定義された連続関数 f(x)は積分可能であり、F (t) =

∫ t

a

f(x)dx

と置くと、F’(t) = f(t)がなりたつ。積分して微分すれば元の関数が得られるとい

う微分と積分の関係を示している。このことを、微積分学の基本定理という。微

積分学の基本定理は、

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)とも表すことができ、定積分は不

定積分によって計算できることを示している。したがって、定積分は不定積分の

さまざまな性質を用いて計算する。なかでも、関数 x = g(t)が g(α) = a, g(β) = b

をみたせば ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(g(t))g’(t)dt

がなりたつという置換積分の公式が有用である。

25 広義積分

例えば、

∫ ∞

1

1

x
dxといった積分を考える必要も起こるが、これは有限区間で定

義した定積分から外れている。そこで、∫ ∞

1

1

x
dx = lim

M→∞

∫ M

1

1

x
dx = lim

M→∞
log x|M1 = lim

M→∞
(logM − 0) = ∞

という具合に、積分区間 [1,M ]に制限し、次に、M を限りなく大きくしたものと

して考える。

例えば、

∫ 1

0

1√
x
dxは被積分関数

1√
x
, (0 < x ≦ 1)が有界関数でないから、定積

分の定義から外れている。そこで、∫ 1

0

1√
x
dx = lim

ϵ→0+

∫ 1

ϵ

1√
x
dx = lim

ϵ→0+
2
√
x
∣∣1
ϵ
= lim

ϵ→0+
(2− 2

√
ϵ) = 2

という具合に、積分区間を [ϵ, 1] (ϵ > 0)に制限し、次に、ϵを 0に近づけたものと

して考える。このように、本来、有限区間上の有界な関数についての定積分を拡

張して考えた積分を広義積分という。
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26 二重積分

閉区間 [a, b]で定義された２つの連続な関数 g(x), h(x)は、c ≦ g(x) < h(x) ≦
d, a ≦ x ≦ bをみたすものとする。このとき、座標平面の長方形集合 [a, b]× [c, d]

の部分集合である

D = { (x, y) | a ≦ x ≦ b, g(x) ≦ y ≦ h(x) }

を g(x)と h(x)で挟まれた縦線型集合という。縦線型集合Dで定義された有界な

関数を f(x, y)を考える。

区間 [a, b]の中に n+ 1個の点を、区間 [c, d]の中にm+ 1個の点をとり、それぞ

れ a = x0 < x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < y2 < · · · <
yj−1 < yj < · · · = ym = dとすると、長方形集合 [a, b]× [c, d]は nm個の小長方形

集合 [xi−1, xi] × [yj−1, yj], i = 1, 2, · · · , n j = 1, 2, · · · ,mに分割されるので, この

分割を記号∆で表す。

(i, j)番目の小長方形集合とDとの共通集合 [xi−1, xi]× [yj−1, yj]∩Dにおける関

数 f(x, y)の上限をMij、下限をmijとする。なお、[xi−1, xi]× [yj−1, yj] ∩Dが空

集合のときはMij = mij = 0とする。

S(∆) =
n∑

i=1

m∑
j=1

Mij(xi−xi−1)(yj−yj−1), s(∆) =
n∑

i=1

m∑
j=1

mij(xi−xi−1)(yj−yj−1)

と置く。さらに、分割∆を動かしたときの下限と上限を

S = inf
∆

S(∆), s = sup
∆

s(∆)

と置くと、s ≦ Sがなりたつ。特に s = Sがなりたつとき、関数 f(x, y)はDで２

重積分可能であるという。また、この一致した値を記号

∫∫
D

f(x, y)dxdyで表し、

関数 f(x, y)のDでの２重積分という。

２つの連続関数 g(x), h(x)で挟まれた縦線型集合 D 上で定義された連続関数

f(x, y)は２重積分可能であり、２重積分は∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dy)dx

により、つまり、まず xを固定して yについて定積分して得られる xについての関

数を、次に xについて定積分するという累次積分によって求めることができる。

２重積分についての置換積分については、x = g(u, v), y = h(u, v)によって (u, v)

平面の領域Eが (x, y)平面の領域Dに１対１に写像されるとき、∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
E

f(g(u, v), h(u, v))|∂(x, y)
∂(u, v)

|dudv
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がなりたつ。ここで ∂(x,y)
∂(u,v)

=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣∣を x, yの u, vに関するヤコビアンという。

ここでは簡単のために２重積分について説明したが、３重積分、４重積分、・・・、

n重積分も考えることができて、同様のことが言える。

無限級数

27 無限級数

実数あるいは複素数の無限個の和 a1 + a2 + · · ·+ an + · · · を無限級数という。無

限級数は和を表す記号シグマ
∑
を用いて、

∞∑
n=1

an とも表す。第 n項までの和を

sn = a1 + a2 + · · · + anとするとき、数列 snが収束するとき、無限級数
∞∑
n=1

anは

収束するという。

28 正項級数と交項級数

各項がすべて正の値をとる無限級数を正項級数という。正項級数は第 n項まで

の和 sn = a1 + a2 + · · · + anが単調増大数列になるので、snが上に有界であると

き収束し、上に有界でないときは発散する。たとえば、

rを正数とするとき、正項級数 1 + r + r2 + · · ·+ rn−1 + · · · は 0 < r < 1のとき
1

1−r
に収束し、r ≧ 1のとき発散する。

sを正数とするとき、正項級数 1 +
1

2s
+

1

3s
+ · · ·+ 1

ns
+ · · · は s > 1のとき収束

し、s ≦ 1のとき発散する。

正項級数が収束するか、発散するかを判定する方法としては、収束するか発散

するかがわかっている正項級数と比較する方法や、f(n) = anをみたす関数 f(x)
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の積分

∫ ∞

1

f(x)dxの値が有限になるかどうかでみる方法のほかに、次のようなも

のもある。

正項級数

∞∑
n=1

anにおいて、 lim
n→∞

an+1

an
= rであるとき、r < 1ならば、

∞∑
n=1

anは

収束し、r > 1ならば、
∞∑
n=1

anは発散する。

正項級数

∞∑
n=1

anにおいて、 lim
n→∞

n
√
an = rであるとき、r < 1ならば、

∞∑
n=1

anは

収束し、r > 1ならば、
∞∑
n=1

anは発散する。

a1, a2, · · · , an, · · · はすべて正数とするとき、無限級数 a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+
(−1)n−1an+ · · · を交項級数と言う。a1, a2, · · · , an, · · · が lim

n→∞
an = 0をみたす単調

減少数列であるとき、交項級数

∞∑
n=1

(−1)n−1anは収束する。

各項の絶対値をとった無限級数

∞∑
n=1

|an|が収束するならば、もとの無限級数
∞∑
n=1

an

は収束するので、

∞∑
n=1

|an|が収束するような無限級数
∞∑
n=1

anは絶対収束するという。

29 べき級数

z を変数とする無限級数

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n をべき級数という。このべき級数は、

R = 1/ lim
k→∞

sup
k≦n<∞

n
√
|cn|と置くとき、|z−z0| < Rをみたすzで収束し、|z−z0| > R

をみたす zでは収束しないので、{ z | |z − z0| < R }をこのべき級数の収束円、R

を収束半径という。

微分方程式
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30 １階の微分方程式

dy

dx
= f(x)g(y)という形をした変数分離形微分方程式は、

dy

g(y)
= f(x)dxと変数

を分離して、両辺の不定積分

∫
1

g(y)
dy =

∫
f(x)dxを計算することによって解を

得ることができる。

　 y′ = f(
y

x
)という形をした同次形微分方程式は u = y

x
と変数変換すると、

u′ = 1
x
(f(u)− u)と変数分離形になるので、解を求めることができる。

y′ + P (x)y = Q(x)という形をした１階線形微分方程式は解の公式

y = e−
∫
P (x)dx(

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx+ C)

を用いて解ける。

y′ +P (x)y = Q(x)ynという形をしたベルヌーイの微分方程式は、z = y1−nと変

数変換すると、z′ + (1 − n)P (x)z = (1 − n)Q(x)と１階線形微分方程式になるの

で、解ける。

31 ２階の微分方程式

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0という形をした同次形２階線形微分方程式の２つの解

y1(x), y2(x)が、W (y1(x), y2(x)) = y1(x)y2(x)
′ − y′1(x)y2(x) ̸= 0 をみたすならば、

一般解は y = C1y1(x) +C2y2(x)と表せる。W (y1(x), y2(x))をロンスキー行列式と

いう。

y′′ + Py′ + Qy = 0 (P,Qは実数)という形をした同次形の定数係数２階線形

微分方程式の解については、この微分方程式の特性方程式と呼ばれる２次方程式

α2 + Pα + Q = 0の解が α1, α2であるとき、y = C1e
α1x + C2e

α2x (C1, C2は定数)

が一般解であるので、

1. 特性方程式が相異なる２つの実数解 a1, a2をもつときは、y = C1e
a1x+C2e

a2x

が一般解である。

2. 特性方程式が重解 aをもつときは、y = eax(C1x+ C2)が一般解である。

3. 特性方程式が複素数解 a± ibをもつときは、y = eax(C1 cos bx+C2 sin bx)が

一般解である。
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非同次形の２階線形微分方程式y′′+P (x)y′+Q(x)y = R(x)については、y1(x), y2(x)

をW (y1(x), y2(x)) ̸= 0をみたす同次形方程式 y′′ +P (x)y′ +Q(x)y = 0の解とする

とき、

c1(x) = −
∫

R(x)y2(x)

W (y1(x), y2(x))
dx+ C1, c2(x) =

∫
R(x)y1(x)

W (y1(x), y2(x))
dx+ C2

と置けば、y = c1(x) + c2(x)が一般解である。

32 微分方程式の解の存在と一意性

微分方程式
dy

dx
= f(x, y)について、実数値関数 f(x, y)が (x, y) = (a, b)の近く

で連続で、|f(x, y)− f(x, z)| ≦ L|y − z|をみたす正数 Lが存在する（これをリプ

シッツ条件という）ならば、y(a) = bみたす解 y(x)が存在し、一通りである。こ

れを解の存在と一意性定理という。解の存在と一意性がわかっているならば、そ

れを前提とした議論を進めることができる。また、コンピュータなどで数値解を

求めることができる。なお、この存在と一意性定理は連立微分方程式の場合にも

拡張できる。

ベクトル解析

33 平面曲線

座標平面の曲線は一般に２つの関数 x(t), y(t) を用いて、C : x = x(t), y =

y(t) (α ≦ t ≦ β)として与えられる。このとき、(x(α), y(α)), (x(β), y(β))をそ

れぞれこの曲線Cの始点、終点という。なお、始点と終点が一致する曲線を閉曲

線といい、途中で交わらない閉曲線を単純閉曲線という。

r(t) =

(
x(t)

y(t)

)
と置くとき、r’(t0) =

(
x’(t0)

y’(t0)

)
をこの曲線上の点 (x(t0), y(t0))

における接ベクトルという。この曲線の長さは

∫ β

α

√
x’(t)2 + y′(t)2dtとなるので、

ds =
√
x′(t)2 + y′(t)2dtを線素という。
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34 グリーンの定理

２つの２変数連続関数P (x, y), Q(x, y)でできるP (x, y)dx+Q(x, y)dyを１次微分

形式という。１次微分形式P (x, y)dx+Q(x, y)dyの曲線C : x = x(t), y = y(t) (α ≦
t ≦ β)に沿っての積分を∫

C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ β

α

(P (x(t), y(t))
dx

dt
(t) +Q(x(t), y(t))

dy

dt
(t))dt

で定義する。このとき、C1級の関数P (x, y), Q(x, y)と反時計回りに回る単純閉曲

線Cで囲まれた領域Dについて∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

∫
C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

がなりたつ。これをグリーンの定理という。グリーンの定理は、重積分の値がその

積分領域をとり囲む曲線の線積分に一致するというものであり、定積分の値は両

端の関数の値の差に等しいという微積分学の基本定理

∫ b

a

f’(x)dx = f(b) − f(a)

の２次元版である。

35 外積ベクトル

２つの３次元数ベクトル a =

 a1
a2
a3

 , b =

 b1
b2
b3

に対して定まる３次元数ベ
クトル

 a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

を記号a× bで表し、aと bの外積ベクトルという。この

外積ベクトルは、３つの３次元数ベクトル i =

 1

0

0

 , j =

 0

1

0

 ,k =

 0

0

1


と３次の行列式を用いて、さらに２次の行列式を用いて、

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 i

a2 b2 j

a3 b3 k

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣∣ i+
∣∣∣∣∣ a3 b3
a1 b1

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣k
と表せる。外積ベクトル a × bはベクトル aとベクトル bの両方に直交するベク

トルであり、そのノルムは aと bを両辺とする平行四辺形の面積に等しい。
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36 曲面

座標空間の曲面は一般に３つの２変数関数 x(u, v), y(u, v), z(u, v)を用いて

S :


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

((u, v) ∈ D)

で表すことができる。このとき、v = v0を固定して得られる１変数 uの３つの関

数で得られる曲線を u曲線といい、u = u0を固定して得られる１変数 vの３つの

関数で得られる曲線を v曲線とう。曲面上の点 (x(u0, v0), y(u0, v0), z(u0, v0))にお

ける u曲線の接ベクトル

 ∂x
∂u
(u0, v0)

∂y
∂u
(u0, v0)

∂z
∂u
(u0, v0)

と v曲線の接ベクトル

 ∂x
∂v
(u0, v0)

∂y
∂v
(u0, v0)

∂z
∂v
(u0, v0)

と
が張る平面をこの点における接平面といい、これら２つの接ベクトルの外積ベク

トルをこの点における法線ベクトルという。また、法線ベクトルをそのノルムで

割ってノルム 1にしたベクトルを単位法線ベクトルといい、記号nで表す。

法線ベクトルのノルムを J(u, v)で表すと、

J(u, v) =

√
(
∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂z

∂u

∂y

∂v
)2 + (

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂x

∂u

∂z

∂v
)2 + (

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂y

∂u

∂x

∂v
)2

となり、曲面Sの面積は

∫∫
D

J(u, v)dudvで与えられるので、dS = J(u, v)dudvを

面素という。

37 ベクトル場

座標空間の各点 (x, y, z)に数ベクトルW =

 Wx(x, y, z)

Wy(x, y, z)

Wz(x, y, z)

が与えられている
とき、W をベクトル場という。なお、ここで用いている記号Wxなどは、xにつ

いての偏導関数ではなく、ベクトル場の x成分を意味する。このベクトル場に対

して、次で与えられる div W および rot W をそれぞれベクトル場W の発散、回

転という。

div W =
∂Wx

∂x
+

∂Wy

∂y
+

∂Wz

∂z
, rot W =


∂Wz

∂y
− ∂Wy

∂z
∂Wx

∂z
− ∂Wz

∂x
∂Wy

∂x
− ∂Wx

∂y


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発散および回転はナブラ記号∇ =

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

および内積とベクトル積の記号を用い
て形式的に

div W = ∇ ·W , rot W = ∇×W

と表すことができる。ここで∇ ·W の ·は内積を表す。粗く言えば、発散はベク
トル場への湧き出し・吸い込みの大きさを表し、回転はベクトル場が運動を変化

させる方向と大きさを表すものである。

38 ガウスの定理とストークスの定理

ベクトル場W と、閉曲面 Sで囲まれた領域 V について∫∫∫
V

div W dxdydz =

∫∫
S

W · n dS

がなりたつ。ここで、W · nはベクトル場W と法線単位ベクトル nの内積を表

し、dS = J(u, v)dudvは面素である。これをガウスの定理という。ガウスの定理

は、ベクトル場による領域 V の内部の湧き出し・吸い込みの総量が曲面 Sからの

流入・流出の総量に等しいことを表しており、微積分学の基本定理の３次元版で

ある。

ベクトル場W と、閉曲線C : r = r(t)を境界にもつ曲面 Sについて∫∫
S

(rotW ) · ndS =

∫
C

W · dr

がなりたつ。ここで、nは閉曲線Cの回る向きに右ねじを回したときのねじが進

む方向を向いた曲面の単位法線ベクトルであり、dS = J(u, v)dudvは面素である。

これをストークスの定理という。ストークスの定理は微積分学の基本定理の曲面

版である。

複素関数
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39 複素関数

変数 z と関数がとる値 f(z)がともに複素数である複素数変数の複素数値関数

w = f(z)を考える。

変数 zを複素数 αに近づけるとき、f(z)−f(α)
z−α

がある複素数に近づくとき、この

関数w = f(z)は z = αで微分可能であるといい、近づく値を f ′(α)で表す。

例 関数 f(z) = z2のとき、変数 zを複素数 αに近づけるとき、

f(z)− f(α)

z − α
=

z2 − α2

z − α
= z + α

は 2αに近づくので、f ′(α) = 2αである。すなわち、f ′(z) = 2zである。

例 関数 f(z) = zのとき、変数 zを複素数 αに近づけるとき、

f(z)− f(α)

z − α
=

z − α

z − α
= 1

は 1に近づくので、f ′(α) = 1である。すなわち、f ′(z) = 1である。

例 関数 f(z) = 1
z
のとき、変数 zを複素数 α ̸= 0に近づけるとき、

f(z)− f(α)

z − α
=

1
z
− 1

α

z − α
= − 1

zα

は− 1
α2 に近づくので、f ′(α) = − 1

α2 である。すなわち、f ′(z) = − 1
z2
である。

x(t), y(t)を区間 [a, b]で定義された２つの実数値関数とすると、z(t) = x(t) +

iy(t), (a ≦ t ≦ b)は複素平面の曲線を描く。この曲線を Cで表すとき、曲線 C

の沿っての複素関数 f(z)の線積分
∫
C
f(z)dzを次で定義する。∫

C

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt

例 f(z) = z2, C : z = aeit (0 ≦ t ≦ 2π)とするとき、∫
C

z2dz =

∫ 2π

0

a2e2itaieitdt = a3i

∫ 2π

0

e3itdt = a3i
1

3i
e3it
∣∣∣∣2π
0

= a3(e6πi − e0) = 0

となる。ここでを (eit)′ = ieit用いた。

例 f(z) = 1
z
, C : z = aeit (0 ≦ t ≦ 2π)とするとき、∫

C

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

aeit
aieitdt =

∫ 2π

0

idt = it|2π0 = i(2π − 0) = 2πi
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複素関数 f(z)が開集合Dのすべての点で微分可能であるとき、Dで正則な関数

であるという。べき級数で決まる関数はその収束円の内部で正則である。

複素平面上の曲線C : z = z(t) (α ≦ t ≦ β)が z(α) = z(β)をみたすとき、閉曲

線という。また、途中で交わることがない閉曲線を単純閉曲線という。

f(x)を開集合Dで正則な関数とし、単純閉曲線Cの内部の点及び曲線上の点は

すべてDに属するならば、

∫
C

f(z)dz = 0がなりたつ。これをコーシーの積分定

理という。

コーシーの積分定理と同じ条件のもとで、しかも、曲線Cが反時計回りに回る

ならば、単純閉曲線Cの内部の点wについて、

f(w) =
1

2π

∫
C

f(z)

z − w
dz

がなりたつ。これをコーシーの積分表示という。コーシーの積分表示は、単純閉

曲線上の点での関数の値が単純閉曲線内部のすべての点での関数の値を決めてい

るということである。

また、開集合Dで正則な関数 f(z)は何度でも微分可能である。実数値関数の場

合は開区間で１回微分可能であっても、必ずしも２回微分可能とは限らない。これ

らの正則関数についての結果は、複素関数の微分が、実数変数の場合の２方向か

らの（小さい方からと大きい方からの）極限と違って、複素数の多方向からの（ぐ

るりと３６０度方向からの）極限によって決まっていることによるものである。

40 複素積分による実積分の計算

たとえば、実積分

∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dxは複素積分を利用して計算できる。計算におい

ては、関数
1

z2 + 1
=

1

(z − i)(z + i)
が正則でないのは z = iと z = −iだけである

ことを利用する。小さい正数 δと大きい正数M について、５つの曲線

C1 : z = t (−M ≦ t ≦ 1), C2 : z = t (0 ≦ t ≦ M), C3 : z = it (0 ≦ t ≦ δ)

C4 : z = i+ δeit (−π

2
≦ t ≦ 3π

2
), C5 : z = Meit (0 ≦ t ≦ π)

を考えると、C1 + C3 − C4 − C3 + C2 + C5（ただし、−Cは曲線Cの逆回りを表

わす）は反時計回りに回る単一閉曲線であり、曲線上およびその内部で関数 1
z2+1
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は正則だから、コーシーの積分定理より

∫
C1+C3−C4−C3+C2+C5

1

z2 + 1
dz = 0がなり

たつ。したがって、∫ M

M

1

x2 + 1
dx =

∫
C1+C2

1

z2 + 1
dz =

∫
C4

1

z2 + 1
dz −

∫
C5

1

z2 + 1
dz

がなりたつ。 ∫
C4

1

z2 + 1
dz =

∫
C4

1

2i
(

1

z − i
+

1

z + i
)dz

=
1

2i

∫ 2π

0

1

δeit
iδeitdt+

1

2i

∫
C4

1

z + i
dz

=
1

2i

∫ 2π

0

idt+ 0 =
2iπ

2i
= π

がなりたつ。また、

|
∫
C5

1

z2 + 1
dz| = |

∫ π

0

1

M2e2it + 1
iMeitdt|

≦
∫ π

0

M

M2 − 1
dt =

Mπ

M2 − 1

だから、M → ∞とすることによって、
∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx = π を得る。この例の場合

は 1
x2+1

の不定積分が tan−1 xであることを用いて計算できるのであるが、このよ

うな複素積分とコーシーの定理を使うことによってしか計算できない実積分もあ

る。なお、コーシーの積分表示をコーシーの定理から導くにあたっては、この計

算例とほぼ同じ考え方を用いる。

測度とルべーク積分

41 シグマ加法性をもつ測度

閉区間 [a, b]、開区間 (a, b)、半開区間 [a, b)と (a, b]の長さはいずれも b− aであ

る。これは１点だけの長さは 0と言うことである。a < b < c < dとし、区間 [a, d)

の３つの小区間 [a, b)と [b, c)と [c, d)への分割を考えると、区間 [a, d)の長さは３

つの小区間の長さの和に等しい。n個の区間に分割しても、分割してできる小区
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間の長さの和はもとの区間の長さに等しい。このことを長さの有限加法性という。

区間 [0, 1)の無限個の小区間 [1− 1
k−1

, 1− 1
k
), k = 1, 2, 3. · · · への分割を考えても、

(1− 1

2
) + (

1

2
− 1

3
) + (

1

3
− 1

4
) + · · ·+ (

1

k
− 1

k − 1
) + · · · = 1− 0

がなりたつので、これら無限個の小区間の長さの和はもとの区間 [0, 1)の長さに等

しい。これを長さのシグマ加法性という。このように区間の長さは有限加法性だ

けでなくシグマ加法性をも持っている。有限個の重なりのない区間の和集合につ

いて、それらの区間の長さの和を、その集合の長さと考えても、やはりシグマ加

法性がなりたつ。では、どのような実数の集合についてまで、シグマ加法性を持

つような「長さ」を考えることができるであろうか。ここでシグマ加法性に拘る

のは、それが極限を考える解析学を豊かにするからである。

実数の集合の集まりBで次の性質をもつものを実数のシグマ集合体という。

(1) 空集合∅はBに属する。

(2) Bに属する集合Eの補集合EcはBに属する。

(3) Bに属する集合En　 (n = 1, 2, · · · )の和集合 ∪∞
n=1 EnはBに属する。

すべての区間の集まりを含むようなシグマ集合体で一番小さいものが存在する。そ

れを記号B(R)で表し、Rのボレル集合体という。ボレル集合体に属する集合 E

に対して、シグマ加法性をもつ長さ λ(E)が定まる。つまり、λは、区間 [a, b)につ

いては λ([a, b)) = b− aであり、シグマ加法性

En ∈ B(R) (n = 1, 2, · · · )かつ、En ∩ Em = ∅ならば、λ(∪∞
n=1En) =

∞∑
n=1

λ(En)

をみたす。この λを Rのルベーク測度といい、(R,B(R), λ)を１次元ルベーク空

間という。

２次元空間R2の「面積」であるシグマ加法性をもつ２次元ルベーグ空間 (R2,B(R2), λ)

や、d次元空間Rdの「体積」であるシグマ加法性をもつd次元ルベーグ空間 (Rd,B(Rd), λ)

も考えることができる。

現代の確率論は、根源事象の空間 Ωの部分集合からできたシグマ集合体B(Ω)

に属する集合に対して与えられたシグマ加法性をもつ確率P（ただし、P(Ω) = 1）

からなる確率空間 (Ω,B(Ω),P)をもとにして議論する。

42 ルベーク積分

ルベーク積分は可測関数について考える。実数変数の実数値関数 f(x)が可測関

数であるとは、すべての実数 aについて、集合 { x | f(x) < a }がボレル集合体
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B(R)に属するような関数のことである。連続関数は可測関数である。可測関数

f(x)についてはa < bをみたすa, bについて、ルベーク測度λ({ x | a ≦ f(x) < b })
が定まる。

まず非負値可測関数 f(x)について、ルベーク積分を考える。非負値関数とは正

の値または 0のみをとり負の値をとらない関数のことである。nを自然数とすると

き関数 f(x)がとりうる値の集合 [0,∞)を、区間 [0, n)を長さ 1
2n
の n2n個の小区間

と区間 [n,∞]とへの分割を考え、各小区間の最小値と関数がその小区間の値をと

る測度の積のすべての和

n2n∑
k=1

k − 1

2n
λ({ x | k − 1

2n
≦ f(x) <

k

2n
}) + nλ({ x | n ≦ f(x) < ∞ })

を考える。nに関係するこの和が上に有界であるとき、f(x)はルベーク積分可能で

あるという。このとき、上の和の nについての上限を記号

∫ ∞

−∞
f(x)λ(dx)で表す。

次に負の値も取りうる可測関数 f(x)のルベーク積分は次のように考える。

f+(x) =

{
f(x) (f(x) ≧ 0をみたす xについて)

0 (f(x) < 0をみたす xについて)

f−(x) =

{
−f(x) (f(x) < 0をみたす xについて)

0 (f(x) ≧ 0をみたす xについて)

と置くと、f+(x)と f−(x)はともに非負値可測関数であり、f(x) = f+(x)− f−(x)

がなりたつ。f+(x)と f−(x)がともにルベーク積分可能であるとき、関数 f(x)は

ルベーク積分可能と言い、

∫ ∞

−∞
f+(x)dx−

∫ ∞

−∞
f−(x)dxを

∫ ∞

−∞
f(x)λ(dx)、あるい

は、

∫ ∞

−∞
f(x)dxで表し、関数 f(x)のルベーク積分と言う。

閉区間 [a, b]で連続な関数 f(x)について、この閉区間以外の点では値 0をとるよ

うに延長して考えた関数はルベーグ積分可能であり、ルベーク積分の値は定積分

（リーマン積分と言う）の値と一致する。しかも、ルベーク積分が対象とする関数

は有界でなくてもよく連続でなくてもよいなど、定積分が対象とする関数よりも

ずっと広い。なお、リーマン積分は関数が定義された区間の分割を考えたが、ル

べーク積分は関数がとる値の区間の分割を考えている。

d次元のルベーク空間 (Rd,B(Rd), λ)上の可測関数 f(x)に対してルベーク積分∫
Rd

f(x)λ(dx)を同様に考えることができるが、さらには、一般の集合X の部分

集合からできるシグマ集合体B(X)に属する集合に対して定められたシグマ加法

性をもつ測度mからなる測度空間 (X,B(X),m)上の可測関数 f(x)に対してもル

ベーク積分

∫
X

f(x)m(dx)を考えることができる。
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測度空間 (X,B(X),m)において、ルベーク積分可能な関数の列 fn(x)と可測関

数 f(x)とが、各点 x ∈ X で、 lim
n→∞

fn(x) = f(x)をみたし、さらに、|fn(x)| ≦
g(x) (x ∈ X,n = 1, 2, · · · )をみたすルベーク積分可能な関数 g(x)が存在するな

らば、f(x)もルベーク積分可能であり、

lim
n→∞

∫
X

fn(x)m(dx) =

∫
X

f(x)m(dx)

がなりたつ。これをルベーク収束定理という。このような収束定理を用いること

ができることが、ルベーク積分が解析学においてリーマン積分と違って有効な点

である。

フーリエ級数

43 二乗可積分な関数

区間 (−π, π)で定義された複素数に値をとる関数 f(x)で、

∫ π

−π

|f(x)|2dx < ∞を

みたすものをこの区間における２乗可積分関数という。ここで積分はルベーク積分

を考える。区間 (−π, π)で２乗可積分な関数の全体を記号L(−π, π)で表す。f(x)と

g(x)とをL(−π, π)に属する関数とし、c, dを２つの複素数とすると、cf(x)+dg(x)

も L(−π, π)に属する関数になるので、L(−π, π)はベクトル空間である。

L(−π, π)に属する関数 f(x)と g(x)とについて、積分の値

∫ π

−π

f(x)g(x)dxを記

号 (f, g)と置く。ここで、g(x)は g(x)の共役複素数である。(f, g)は複素数ベクト

ル空間の複素内積と同じ性質をみたす。

n = 0,±1,±2, · · · について、en(x) =
1√
2π
einxと置くと、

(en, em) =
1

2π

∫ π

−π

einxe−imxdx =
1

2π

∫ π

−π

ei(n−m)x

=

{
1
2π

1
i(n−m)

ei(n−m)x
∣∣∣π
−π

= 0 (n ̸= mのとき)

1
2π

x|π−π = 1 (n = mのとき)

がなりたつ。すなわち、en(x) n = 0,±1,±2, · · · は互いの内積は 0であり、すべて

ノルム ∥en∥ =
√
(en, en)が 1である、つまり、正規直交系である。したがって、無

限個の en(x) n = 0,±1,±2, · · · は１次独立系となるので、L(−π, π)は無限次元の

ベクトル空間である。

40



さらに、L(−π, π)に属する関数 f(x)について、

lim
n→∞

∫ π

−π

|f(x)− {(f, e0)e0(x) +
N∑

n=1

((f, en)en(x) + (f, e−n)e−n(x))}|2dx = 0

がなりたつ。これは、(f, e0)e0(x) +
n=N∑
n=1

((f, en)en(x) + (f, e−n)e−n(x))が何らかの

意味で f(x)に近づくということであるが、それはすべての点 xで近づくという意

味ではない。なぜなら、

∫ π

−π

|f(x)− g(x)|dx = 0がなりたつからといって、すべて

の点 xで f(x) = g(x)がなりたつわけではないからである。

44 フーリエ級数

区間 (−π, π)で定義された複素数に値をとる関数 f(x)に対して、(f, e0)e0(x) +
n=∞∑
n=1

((f, en)en(x) + (f, e−n)e−n(x)) を f(x)の複素フーリエ級数展開と呼び、この

ことを記号

f(x) ∼ (f, e0)e0(x) +
n=∞∑
n=1

((f, en)en(x) + (f, e−n)e−n(x))

で表す。複素フーリエ級数展開は無限級数の形をしているので収束するかどうかも問

題であるし、まして、複素フーリエ級数展開が f(x)にすべての−π < x < πで等し

いかどうかも問題である。記号∼が使われているのはそのような理由からである。た
だ、en(x) n = 0,±1,±2, · · · が正規直交系であることから導かれることであるが、こ

れらのうちの有限個の和で表される関数 f(x) = c0e0(x)+
n=N∑
n=1

(cnen(x)+c−ne−n(x))

の場合はその複素フーリエ級数展開は f(x)自身と一致する。

n = 1, 2, · · · について、

(f, en)en(x) + (f, e−n)e−n(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)(cosnx− i sinnx)dx (cosnx+ i sinnx)

+
1

2π

∫ π

−π

f(x)(cosnx+ sinnx)dx (cosnx− i sinnx)

=
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx cosnx+
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx sinnx

41



であり、(f, e0)e0(x) =
1
2π

∫ π

−π

f(x)dxだから、

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx n = 0, 1, 2, · · · , bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx n = 1, 2, · · ·

と置けば、複素フーリエ級数展開は
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx)となる。関数

f(x)が実数値をとる場合は係数 an, bnがすべて実数になるので、これは、実フー

リエ級数展開と考えることもできる。しかし、これら関数のフーリエ級数展開が

もとの関数とすべての xで同じ値をとることは期待できないし、しかも、連続関

数でも一致しない例がある。

フーリエ級数展開の収束についてはさまざまなことが調べられているが、結果

の一つは、関数 f(x)が、区間 [−π, π]の有限個の点−π = a0 < a1 < a2 < · · · <
ai−1 < ai < · · · < anで区切られたすべての開区間 (ai−1, ai), (i = 1, 2, · · · , n)で
C1級であり、すべての区分点で左極限 f(ai − 0)および右極限 f(ai + 0)が存在す

るならば、区分点以外のすべての点 xでフーリエ級数展開は f(x)に一致し、それ

ぞれの区分点では
f(ai − 0) + f(ai + 0)

2
に一致するというものである。

この結果をたとえば関数 f(x) = x, (−π < x < π)に適用すると、

x = 2
∞∑
k=1

(−1)k−1 sin kx

k
(−π < x < π)

が得られる。この等式に x = π
2
を代入することによって、

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·+ (−1)k+1 1

2k + 1
+ · · ·

が得られる。

45 周期関数

世の中には周期的に変化するものが多い。f(x + L) = f(x)をみたす関数 f(x)

を周期Lの関数と言う。典型的な周期関数である三角関数の周期は 2πであり、周

期 Lの関数は y = 2πx
L
と変数を変えることによって、周期 2πの関数となるので、

周期 2πの関数を考えれば十分である。そのためには、区間 [−π, π)で定義された

関数を考えればよいということになる。フーリエ級数は偏微分方程式などの数学

の様々な分野だけでなく、音響処理、画像処理などのさまざまな分野において用

いられている。
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偏微分方程式

46 波動方程式

偏微分方程式
∂2w

∂t2
= c2(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2
) (ただし、c > 0)を波動方程式とい

う。ここでは１次元の波動方程式

∂2w

∂t2
= c2

∂2w

∂x2
(1)

を考える。変数を u = x− ct, v = x+ ctと変換して、合成関数の偏微分公式を用

いて計算すると、

∂w

∂x
=

∂w

∂u

∂u

∂x
+

∂w

∂v

∂v

∂x
=

∂w

∂u
+

∂w

∂v
∂w

∂t
=

∂w

∂u

∂u

∂t
+

∂w

∂v

∂v

∂t
= −c

∂w

∂u
+ c

∂w

∂v
∂2w

∂x2
= (

∂2w

∂u2

∂u

∂x
+

∂2w

∂v∂u

∂v

∂x
) + (

∂2w

∂u∂v

∂u

∂x
+

∂2w

∂v2
∂v

∂x
)

=
∂2w

∂u2
+ 2

∂2w

∂u∂v
+

∂2w

∂v2

∂2w

∂t2
= −c(

∂2w

∂u2

∂u

∂t
+

∂2w

∂v∂u

∂v

∂t
) + c(

∂2w

∂u∂v

∂u

∂t
+

∂2w

∂v2
∂v

∂t
)

= c2
∂2w

∂u2
− 2c2

∂2w

∂u∂v
+ c2

∂2w

∂v2

だから、(1)より、
∂2w

∂u∂v
= 0を得る。

∂

∂u
(
∂w

∂v
) = 0より、

∂w

∂v
= p(u)と uの関数

として表せる。両辺を積分すると、w =

∫
p(u)du+ f2(v)と vの関数 f2(v)を用い

て表せる。f1(u) =

∫
p(u)duと置くと、w = f1(u) + f2(v)となり、w = w(x, t) =

f1(x− ct) + f2(x+ ct)が (1)の解である。f1(x− ct)を進行波といい、f2(x+ ct)を

後退波という。

次に t = 0における条件である初期条件 w(x, 0) = g(x),
∂w

∂t
(x, 0) = h(x)をみ

たす (1)の解を求める。u(x, 0) = f1(x) + f2(x) = g(x)となる。また、
∂w

∂t
= −cf’

1(x− ct)+ cf’2(x+ ct)だから、
∂w

∂t
(x, 0) = −cf’1(x)+ cf’2(x) = h(x)を得る。こ

れを積分すると、f1(x)− f2(x) = −1
c

∫ x

0
h(x)dx+ dとなる。連立方程式

f1(x) + f2(x) = g(x), f1(x)− f2(x) = −1

c

∫ x

0

h(x)dx+ d
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から、f1(x) =
1

2
(g(x)− 1

c

∫ x

0

h(x)dx+ d), f2(x) =
1

2
(g(x) +

1

c

∫ x

0

h(x)dx− d)を

得る。したがって、

u(x, t) =
1

2
(g(x− ct) + g(x+ ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct

h(x)dx

が求める解である。この解をダランベールの解という。

47 熱伝導方程式

偏微分方程式
∂w

∂t
= c2(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2
) (ただし、c > 0)を熱伝導方程式とい

う。ここでは１次元の熱伝導方程式

∂w

∂t
= c2

∂2w

∂x2
(1)

を区間 [0, π]で、しかも両端点における境界条件w(0, t) = w(π, t) = 0のもとで考

える。区間の長さを πとしたのは、計算式をできるだけ簡単にするためだけのこ

とである。

また、w(x, t) = f(x)g(t)と表せる解を考えることにする。このことから、
∂w

∂t
=

f(x)g′(t),
∂2w

∂x2
= f ′′(x)g(t)となるので、(1)は f(x)g′(t) = c2f ′′(x)g(t)となる。こ

れより、
g′(t)

c2g(t)
=

f ′′(x)

f(x)
= λは定数となる。これより得られる f ′′(x) = λf(x)は

定数係数２階線形微分方程式であり、g′(t) = c2λg(t)は変数分離形の１回微分方程

式である。

(1) λ > 0 の場合、λ = k2 と置くと、微分方程式 f ′′(x) = k2f(x) の解は、

f(x) = Cekx +De−kx (C,Dは定数)だから、w(0, t) = f(0)g(t) = (C +D)g(t) =

0, w(π, t) = (Cekπ +De−kπ)g(t) = 0となり、これががなりたつのは、C = D = 0

あるいは g(t) ≡ 0であるので、w(x, t) ≡ 0となる。

(2) λ = 0の場合、f ′′(x) = 0だから、f(x) = Cx + D (C,Dは定数)となる。

w(0, t) = f(0)g(t) = Dg(t) = 0, w(π, t) = (Cπ + D)g(t) = 0がなりたつのは、

C = D = 0あるいは g(t) ≡ 0であるので、w(x, t) ≡ 0となる。

(3) λ < 0の場合、λ = −k2, k > 0と置くと、微分方程式 f ′′(x) = −k2f(x)の解

は f(x) = C cos kx+D sin kx (C,Dは定数)だから、w(0, t) = f(0)g(t) = Cg(t) =

0, w(π, t) = f(π)g(t) = (C cos kπ +D sin kπ)g(t) = 0となる。これがなりたつの
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は、k = 1, 2, · · · あるいは g(t) ≡ 0のときである。k = 1, 2, · · · のとき、微分方程式
g’(t) = −c2k2g(t)の解はg(t) = Ee−c2k2t (Eは定数)だから、w(x, t) = sin kxe−c2k2t

が (1)の境界条件w(0, t) = w(π, t) = 0をみたす解である。この解の t = 0のとき

はw(x, 0) = sin kxである。

したがって、これらの有限個の１次結合である w(x, t) =
N∑
k=1

bk sin kxe
−c2k2tも

(1)
∂w

∂t
− c2

∂2w

∂x2
= 0の境界条件w(0, t) = w(π, t) = 0をみたす解であり、初期値は

w(x, 0) =
N∑
k=1

bk sin kxとなる。

f(x)を区間 [0, π]で定義されたC1級の実関数で f(0) = f(π) = 0をみたすもの

とするとき、区間 [−π, 0]に属する xに対して f(x) = −f(−x)で定義すると、f(x)

は区間 [−π, π]で定義された奇関数になるので、その実フーリエ係数は

an =

∫ π

−π

f(x) cosnxdx = 0, n = 0, 1, 2, · · · bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx, n = 1, 2, · · ·

となり、そのフーリエ級数展開は−π ≦ x ≦ πで f(x)に一致するので、w(x, t) =
∞∑
k=1

bk sin kxe
−c2k2tは (1)の境界条件w(0, t) = w(π, t) = 0および初期条件w(x, 0) =

f(x) (0 ≦ x ≦ π)をみたす解である。

ヒルベルト空間

48 数列空間 ℓ2

２次元数ベクトル

(
x

y

)
は２つの実数 x, yを並べたものであるが一つのものと

みたように、無限個の実数が並んだ実数列も一つのものとみてx = (x1, x2, · · · , xn, · · · )

と表す。縦に並べないで横に並べたのは紙面を節約するためである。

∞∑
n=1

x2
n < ∞

をみたす実数列x = (x1, x2, · · · , xn, · · · )の全体を記号 ℓ2で表す。ℓ2に属する２つ

の実数列 x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ), y = (y1, y2, · · · , yn, · · · )の和を

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn, · · · )

で定めると、この和も ℓ2に属する。ℓ2に属する実数列x = (x1, x2, · · · , xn, · · · )の
実数 c倍を

cx = (cx1, cx2, · · · , cxn, · · · )
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で定めると、この実数倍も ℓ2に属する。すなわち、ℓ2は実ベクトル空間である。

また、ℓ2に属する２つの実数列 x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ), y = (y1, y2, · · · , yn, · · · )
に対して、

(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn + · · ·

と置くと、(x,y)は内積の性質をみたす。

さらに、すべての n = 1, 2, · · · について、n番目だけが 1で他はすべて 0である

実数列を記号 enで表せば、e1, e2, · · · , en, · · · は互いに直交する、すべてノルム 1

の ℓ2に属する実数列の列である。したがって、e1, e2, · · · , en, · · · は無限個の１次
独立系であるから、ℓ2は無限次元のベクトル空間である。なお、ℓ2における内積

から決まるノルムは ∥x∥ =
√

(x,x) =
√∑∞

n=1 x
2
nとなる。

49 ヒルベルト空間

内積をもつ無限次元ベクトル空間 H は、H の要素の列 x1,x2, · · · ,xn, · · · が
lim

n,m→∞
∥xn − xm∥ = 0をみたすらば、 lim

n→∞
∥xn − x∥ = 0をみたす xが H の中

に存在するとき、ヒルベルト空間という。ℓ2は実ヒルベルト空間であり、区間 [a, b]

で定義された２乗可積分な複素関数の全体 L[a, b]は複素ヒルベルト空間である。

ヒルベルト空間は関数空間の一種であり、量子力学の理論的基礎づけとしても

用いられている。

集合と距離空間

50 集合

　すでに用いたのであるが、数学の議論の多くは集合を用いて記述される。集

合とはものの集まりのことであるが、集合といえるからには、その集合に属する

要素であるか、属さない要素であるかが明確であることが必要である。要素 xが

集合Aに属することを記号 x ∈ Aで表す。集合の表し方には、その集合に属する

要素を並べる方法と、その集合に属する要素の特性を記述する方法がある。後者

に従えば、２つの集合A,Bの和集合と共通集合はそれぞれ

A ∪B = { x | x ∈ Aまたは x ∈ B }
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A ∩B = { x | x ∈ Aかつ x ∈ B }

となる。集合Λの要素 λごとに集合Aλが与えられているとき、それらの和集合と

共通集合はそれぞれ∩
λ∈Λ

Aλ = { x | x ∈ Aλとなるλ ∈ Λが存在する }

∪
λ∈Λ

Aλ = { x |すべてのλ ∈ Λについて x ∈ Aλ }

となる。特に、集合の列An, n = 1, 2, · · · が与えられたとき
∞∪
n=1

An = { x | x ∈ Anとなる nが存在する }

を可算和集合という。

集合Aの要素はすべて集合Bの要素であるとき、記号A ⊂ Bで表し、AはB

の部分集合であるという。

全体集合X の部分集合だけを考えるとき、集合 Aに属さないX の要素の全体

の集合を記号Acで表し、Aの補集合という。補集合については、

(
∩
λ∈Λ

Aλ)
c =

∪
λ∈Λ

Ac
λ, (

∪
λ∈Λ

Aλ)
c =

∩
λ∈Λ

Ac
λ

がなりたつ。これをドモルガンの法則という。

51 写像

集合Aの各要素 xに対して集合Y の要素ϕ(x)が対応しているとき、ϕをXから

Y への写像という。関数は数の集合から数の集合への写像である。Xから Y への

写像 ϕとXの部分集合Aに対して、Y の部分集合 { ϕ(x) | x ∈ A }を記号 ϕAで

表し、ϕによるAの像という。Xから Y への写像 ϕと Y の部分集合Bに対して、

X の部分集合 { x | ϕx ∈ B }を記号 ϕ−1Bで表し、ϕによるBの逆像という。X

から Y への写像 ϕについて、Bを Y の部分集合とするとき、ϕ(ϕ−1B) = B ∩ ϕX

がなりたつが、AをXの部分集合とするとき、A ⊂ ϕ−1(ϕA)となり、必ずしも等

号はなりたたない。また、

ϕ−1(
∪
λ∈Λ

Bλ) =
∪
λ∈Λ

ϕ−1Bλ, ϕ−1(
∩
λ∈Λ

Bλ) =
∩
λ∈Λ

ϕ−1Bλ,
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ϕ(
∩
λ∈Λ

Aλ) =
∩
λ∈Λ

ϕAλ, ϕ(
∩
λ∈Λ

Aλ) ⊂
∩
λ∈Λ

ϕAλ

がなりたつ。

これらのうち、ϕ(ϕ−1B) = B ∩ ϕXは次のように証明する。まず、yを ϕ(ϕ−1B)

に属する要素とすれば、y = ϕxをみたす ϕ−1Bの要素 xが存在する。ϕxはBと

ϕXの両方に属する要素となるから、yはB ∩ ϕXに属する。逆に、B ∩ ϕXに属

する要素 yについて、y = ϕxをみたすXの要素 xが存在する。yはBに属するか

ら、xは ϕ−1Bに属する。ゆえに、yは ϕ(ϕ−1B)に属する。左辺の集合に属する要

素は右辺の集合に属し、右辺の集合に属する要素は左辺の集合に属するというこ

とだから、両辺の集合は等しい。左辺の集合が空集合のときは右辺の集合も空集

合になり、右辺の集合が空集合のときは左辺の集合も空集合になる。他の集合と

写像についての関係も同じように証明できる。

写像と集合の最後の関係においては等号がなりたっていない。３点集合 X =

{a, b, c}から２点集合 Y = {d, e}への写像 ϕを、ϕa = d, ϕb = ϕc = eとすれば、

ϕ{a, b} ∩ ϕ{a, c} = {d, e} ∩ {d, e} = {d, e}, ϕ({a, b} ∩ {a, c}) = ϕ{a} = {d}

だから、ϕ{a, b}∩ϕ{a, c} ≠ ϕ({a, b}∩ {a, c})となり、その例になっている。また、
ϕ−1(ϕ{b}) = ϕ−1{e} = {b, c}だから、A ⊂ ϕ−1(ϕA)で等号がなりたたない例に

なっている。

52 距離空間

集合Xのすべての２つの要素の組 x, yに対して、正または 0の値 d(x, y)が定ま

り、次の性質をみたすとき、dを距離といい、(X, d)を距離空間という。

(1) すべての x ∈ X, y ∈ Xについて、d(x, y) = d(y, x)

(2) すべての x ∈ X, y ∈ X, z ∈ Xについて、d(x, y) ≦ d(x, z) + d(z, y)

(3) d(x, y) = 0がなりたつための必要十分条件は x = yである。

　実数全体Rにおける絶対値は距離であり、複素数全体Cにおける絶対値も距離

である。n次元数ベクトル空間Rnのノルムで定まる

|x−y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2, x =


x1

x2

...

xn

 ,y =


y1
y2
...

yn


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も距離である。閉区間 [0, 1]上の連続関数の全体C([0, 1])における∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx, f(x) ∈ C([0, 1]), g(x) ∈ C([0, 1])

も距離である。

53 近傍、集積点、境界、開集合、閉集合、連続

距離空間 (X, d)の点x0 ∈ Xと正数ϵに対して、Xの部分集合Uϵ(x0) = { x | d(x0, x) <

ϵ }を x0の ϵ近傍という。Xの部分集合Aに属する点 x0がAの内点であるとは、

Uϵ(x0) ⊂ Aをみたすような ϵ > 0があることである。Xの部分集合Oが開集合で

あるとは、Oに属する点はすべてOの内点であることである。Xに属する点 x0が

Xの部分集合Aの境界点であるとは、x0のどのような ϵ近傍Uϵ(x0)にもAに属す

る点とAに属さない点があることである。Xの部分集合 F が閉集合であるとは、

F の境界点はすべて F に属することである。開集合Oの補集合Ocは閉集合であ

り、閉集合 F の補集合 F cは開集合である。

距離空間Xから距離空間 Y の写像 ϕがXの点 x0で連続であるとは、すべての

正数 ϵに対して、d(x, x0) < δをみたす xについて、d(ϕx, ϕx0) < ϵとなるような、

つまり、ϕUδ(x0) ⊂ Uϵ(ϕx0)をみたすような正数 δが存在することである。

Xのすべての点で ϕが連続となるための必要十分条件は、Y のすべての開集合

Oについて、ϕ−1OがX の開集合になることである。これは、距離空間における

連続写像という抽象性の強い議論であるが、抽象性の強い議論の例として、以下

にこのことの証明を示してみる。

まず、必要性を示すために、Oを Y の開集合とし、x0 ∈ ϕ−1Oとする。ϕx0 ∈ O

であり、Oは開集合だから、Uϵ(ϕx0) ⊂ Oをみたす ϵ > 0が存在する。ϕはx0で連続

だから、ϕUδ(x0) ⊂ Uϵ(ϕx0)をみたす δ > 0が存在する。したがって、ϕUδ(x0) ⊂ O

となり、Uδ(x0) ⊂ ϕ−1Oがなりたつから、ϕ−1OはXの開集合となり、必要性を示

すことができた。

次に、十分性を示すために、x0 ∈ X とし、ϵ > 0とする。Uϵ(ϕx0)は Y の開集

合だから、ϕ−1Uϵ(ϕx0)はX の開集合であり、x0 ∈ ϕ−1Uϵ(ϕx0)だから、Uδ(x0) ⊂
ϕ−1Uϵ(ϕx0)をみたす δ > 0が存在する。ゆえに、ϕUδ(x0) ⊂ Uϵ(ϕx0)がなりたつの

で、ϕは x0で連続となり、十分性を示すことができた。

数学を専門としない人が数学の本を読んだとき、その一般的で抽象的な内容に

戸惑うことがある。数学が一般的抽象的になるのは、対象の論理的な本質をつか

49



みとることにより、対象への理解を深めるためである。したがって、一般化、抽

象化することによって、対象の具体的な特質の一部が抜け落ちることがあること

を見逃さないことが大切である。例えば、実数には距離的な性質だけではなく和

や積の性質と大小関係の性質があり、複素数には距離の性質、和と積についての

性質はあるが、大小関係の性質はなく、その代わりに代数方程式がいつでも解を

もつという性質がある。

群、環、体

54 群

1 行目は 1, 2, 3 を順に書き、2行目は 1, 2, 3を並べ替えて書いたものの全体を記

号 S3 で表す。すなわち、

S3 = {

(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,(

1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)
}

である。例えば、S3 の要素の一つである

(
1 2 3

2 3 1

)
は、3 個の文字の並び(

a b c
)
の 1 番目の文字を 2 番目に、2 番目の文字を 3 番目に、3 番目の

文字を 1 番目に並べ替える操作を表すものと考える。このことを(
1 2 3

2 3 1

)(
a b c

)
=
(

c a b
)

で表す。操作

(
1 2 3

2 3 1

)
を行った後に操作

(
1 2 3

1 3 2

)
を行う操作の結合を記

号

(
1 2 3

1 3 2

)
·

(
1 2 3

2 3 1

)
で表せば、

(
1 2 3

1 3 2

)
·

(
1 2 3

2 3 1

)(
a b c

)
=

(
1 2 3

1 3 2

)(
c a b

)
=
(

c b a
)

となるから、 (
1 2 3

1 3 2

)
·

(
1 2 3

2 3 1

)
=

(
1 2 3

3 2 1

)
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である。また、 (
1 2 3

2 3 1

)
·

(
1 2 3

1 3 2

)
=

(
1 2 3

2 1 3

)

だから、 (
1 2 3

1 3 2

)
·

(
1 2 3

2 3 1

)
̸=

(
1 2 3

2 3 1

)
·

(
1 2 3

1 3 2

)

である。すなわち、これらの２つの操作は順番を入れ替えると異なる。この性質

を操作が非可換であるという。S3 の３つの操作を σ, τ, ηとすると、

η · (τ · σ) = (η · τ) · σ

がなりたつ。この性質を結合の法則という。結合の法則がなりたつのは、σ =(
1 2 3

σ(1) σ(2) σ(3)

)
, τ =

(
1 2 3

τ(1)1 τ(2) τ(3)

)
とするとき、i 番目は操作

σ により σ(i)番目になり、さらに操作 τ により τ(σ(i))番目になるから、

τ · σ =

(
1 2 3

τ(σ(1)) τ(σ(2)) τ(σ(3))

)

となる。したがって、

η · (τ · σ) = η

(
1 2 3

τ(σ(1)) τ(σ(2)) τ(σ(3))

)

=

(
1 2 3

η(τ(σ(1))) η(τ(σ(2))) η(τ(σ(3)))

)
= (σ · τ) · σ

となるからである。

S3 の要素

(
1 2 3

1 2 3

)
は並べ替えを行わない操作である。これを記号 eで表し、

単位元という。単位元 eについては、すべてのS3 の要素σについてσ ·e = e ·σ = σ

がなりたつ。また、S3の要素 σに対して、σによる並べ替えをもとにもどす操作

を τ とすれば、τ · σ = σ · τ = eがなりたつ。この τ を σ の逆元といい、記号 σ−1

で表す。例えば、S3 の要素

(
1 2 3

3 1 2

)
については、

(
1 2 3

2 3 1

)(
1 2 3

3 1 2

)
=

(
1 2 3

3 1 2

)(
1 2 3

2 3 1

)
=

(
1 2 3

1 2 3

)
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がなりたつから、

(
1 2 3

3 1 2

)
の逆元は

(
1 2 3

2 3 1

)
、つまり、

(
1 2 3

3 1 2

)−1

=(
1 2 3

2 3 1

)
である。

一般に、集合Gの２つの要素 σ, τ に対してGの要素 τ · σが定まって、次の性
質 (1),(2),(3)を満たすとき、G を群という。

(1) Gのすべての要素 σ, τ, ηについて、η · (τ · σ) = (η · τ) · σがなりたつ（この
性質を結合の法則という）。

(2) G のすべての要素 σに対して σ · e = e · σ = σがなりたつようなG の要素 e

が存在する（このような e を単位元という）。

(3) G のすべての要素 σに対して τ · σ = σ · τ = eをみたすようなG の要素 τ が

存在する（このような τ を σの逆元といい、記号 σ−1で表わす）。

演算 ·が可換、すなわち、すべての２つの要素 σ, τ について、σ · τ = τ · σがな
りたつような群を可換群という。

例、 nを自然数とするとき、1行目は1, 2, · · · , nを順に書き、２行目は1, 2, · · · , n
を並べ替えて書いたものの全体を Sn で表し、Sn の要素の結合 ·を S3と同様に考

えると、Sn は群である。Sn を n 次の対称群という。Snは可換群ではない。

例、 実数の全体Rは数の和の演算+について可換群である。このとき単位元は

数 0 である。しかし、正数の全体R+ は和の演算+について群にならない。和に

ついての逆元がR+のなかにないからである。

例、 正数の全体R+は数の積の演算×について可換群になる。このとき単位元
は数 1 である。しかし、実数の全体R は積の演算×について群にならない。数 0

の積についての逆元がないからである。

例、 複素数の全体Cは数の和の演算+について可換群であるが、数の積の演算

×について群にならない。数 0の積についての逆元がないからである。

55 体

２つの演算+, ·をもつ集合Kは次をみたすとき体という。
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(1) 　Kは演算+について可換群である。

(2) Kから 0を除いたK − {0}は演算 ·について可換群である。

(3) Kの任意の３つの要素 x, y, zについて

x · (y + z) = x · y + x · z

がなりたつ（この性質を分配の法則という）。

例 実数の全体Rは体である。これを実数体という。

例 複素数の全体Cは体である。これを複素数体という。

例 有理数の全体Qは体である。これを有理数体という。なお、有理数とは２つ

の整数の比として表せる数のことである。

56 環

２つの演算+, ·をもつ集合Rは次をみたすとき環という。

(1) 　Kは演算+について可換群である。

(2) 　演算 ·について、結合の法則がなりたつ。

(3) Rの任意の３つの要素 x, y, zについて

x · (y + z) = x · y + x · z, (x+ y) · z = x · z + y · z

がなりたつ。

演算 ·が可換、すなわち、すべての２つの要素 σ, τ について、σ · τ = τ · σがな
りたつような環を可換環という。

例 整数の全体 Zは可換環である。これを整数環という。

例 a0, a1, a2, · · · , an を n + 1個の実数とするとき（ただし、an ̸= 0）、ant
n +

an−1t
n−1 + · · · + a2t

2 + a1t + a0を tを変数とする n次の多項式という。tを変数
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とする多項式の全体R(t)は可換環になる。これを多項式環という。ただし、演算

+, ·は、例えば
(2t2 + 3t+ 4) + (5t+ 6) = 2t2 + 8t+ 10

(2t2 + 3t+ 4) · (5t+ 6) = 10t3 + 27t2 + 38t+ 24

のように普通の式の計算をする。

例 n次の行列の全体Mnは行列の和と行列の積について環になる。これを n次の

全行列環という。全行列環は可換でない。

環Rの部分集合で、環の性質をみたすものを部分環という。環Rの部分環 Iが

RI ⊂ Iをみたすとき、イデアルという。

例 　 2の倍数の全体 Z(2) = { 2k | k ∈ Z }は Zのイデアルである。同様に、n

の倍数の全体Z(n) = { nk | k ∈ Z }はZのイデアルである。

Z(4) ⊂ Z(2)や Z(6) ⊂ Z(2)がなりたつ。一般に mが nの約数であるとき、

Z(n) ⊂ Z(m)がなりたつ。

Iが Z(2)を真に含むイデアルであれば、I = Zがなりたつ。この性質をもつイ

デアルを極大イデアルであるという。Z(n)が極大イデアルになるための必要十分

条件は nが素数であることである。このように素数を極大イデアルで特徴づける

ことができる。
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索 引
, 31

２次偏導関数, 24

１次結合, 8

１次元ルべーク空間, 38

１次従属系, 8

１次独立系, 8

１次微分形式, 32

一様連続性, 19

１階線型微分方程式, 30

イデアル, 54

ϵ− δ式論法, 18

微分係数, 21

陰関数, 25

陰関数の存在定理, 25

上に有界, 16

n次元数ベクトル, 7

エルミート行列, 14

開区間, 16

開集合, 49

外積ベクトル, 32

回転, 33

解の存在と一意性定理, 31

ガウスの定理, 34

可換, 5

可換環, 53

可換群, 52

確率空間, 38

下限, 16

可算和集合, 47

可測関数, 38

環, 53

関数, 18

逆関数, 20

逆行列, 6

逆元, 52

逆正弦関数, 20

逆正接関数, 20

逆像, 47

逆余弦関数, 20

境界点, 49

共通集合, 47

共役転置行列, 14

行列, 4

行列式, 5

行列式の値, 5

行列の積, 4

極限値, 18

極大値, 22

曲線, 31

曲線の長さ, 31

極大イデアル, 54

極大値, 22

曲面, 33

曲面の面積, 33

虚数単位, 17

虚部, 17

距離, 48

距離空間, 48

近傍, 49

グリーンの定理, 32

群, 52

下界, 16

結合の法則, 52

広義積分, 26

交項級数, 29

コーシーの積分定理, 36

コーシーの積分表示, 36
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コーシー列, 17

弧度法, 19

固有値, 12

固有ベクトル, 12

斉次連立１次方程式, 8

最大値最小値の存在定理, 19

Cn級, 22

C2級, 22, 24

C1級, 22, 23

シグマ加法性, 38

シグマ集合体, 38

次元, 9

次元定理, 11

２乗可積分関数, 40

指数関数, 20

実数体, 53

下に有界, 16

実行列, 4

実数, 15

実数の連続性の公理, 16

実対称行列, 13

実２次形式, 13

実部, 17

実フーリエ級数展開, 42

始点, 31

自明な解, 9

写像, 47

周期関数, 42

集合, 46

収束, 28

収束円, 29

収束半径, 29

終点, 31

シュヴァルツの不等式, 12

瞬間変化率。, 21

上界, 16

上限, 16

条件付き極値, 25

ジョルダン行列, 15

ジョルダン標準化可能定理, 15

ストークスの定理, 34

正規直交系, 12

正項級数, 28

整数環, 53

正則, 36

正則行列, 6

正方行列, 4

積分可能, 26

絶対収束, 29

絶対値, 17

接平面, 33

全行列環, 54

線型写像, 10

線型写像の核, 10

線型写像の像, 10

線積分, 35

線素, 31

像, 47

体, 52

対数関数, 20

多項式環, 54

縦線型集合, 27

単位円, 17

単位行列, 6

単位元, 52

単位法線ベクトル, 33

単純閉曲線, 31

値域, 18

置換積分, 27

置換積分の公式, 26

中間値の定理, 19

直交, 12

直交行列, 12

直交行列による対角化, 13
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定義域, 18

定数係数２階線型微分方程式, 30

定積分, 26

テーラーの定理, 22

転置行列, 5

同次形微分方程式, 30

同次形２階線型微分方程式, 30

特性方程式, 30

ドモルガンの法則, 47

内積, 12

内点, 49

２次導関数, 22

２重積分, 27

２重積分可能, 27

ノルム, 12

発散, 33

張る部分ベクトル空間, 9

半開区間, 16

微積分学の基本定理, 26

左極限値, 18

非同次形２階線型微分方程式, 31

微分, 21

微分可能, 21, 35

ヒルベルト空間, 46

複素行列, 4

複素数, 17

複素数体, 53

複素内積, 14

複素フーリエ級数展開, 41

複素平面, 17

複素ベクトル, 14

不定形の極限値, 22

部分環, 54

部分集合, 47

部分ベクトル空間, 9

分割, 25, 27

分配の法則, 53

閉曲線, 31, 36

平均値の定理, 22

閉区間, 16

閉区間で連続, 18

閉集合, 49

べき級数, 29

ベクトル場, 33

ベルヌーイの微分方程式, 30

変数分離形微分方程式, 30

偏導関数, 23

偏微分, 23

法線ベクトル, 33

補集合, 47

ボレル集合体, 38

右極限値, 18

無限級数, 28

無理数, 15

面素, 33

ヤコビアン, 28

有限加法性, 38

有理数, 15

有理数体, 53

ユニタリー行列, 14

ラグランジュの未定乗数法, 25

ランク, 9

リーマン積分, 39

リプシッツ条件, 31

累次積分, 27

ルべーク収束定理, 40

ルべーク積分, 39

ルべーク積分可能, 39
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ルべーク測度, 38

連続, 18, 49

ロピタルの定理, 22

ロンスキー行列式, 30

和集合, 47
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