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4章C問題（解答）

26 (1) e−|x| =

{
e−x (x ≧ 0)

ex (x < 0)
なので，

F (ξ) =

∫ ∞

−∞
e−|x|e−iξxdx =

∫ 0

−∞
exe−iξxdx+

∫ ∞

0

e−xe−iξxdx

=

∫ 0

−∞
e(1−iξ)xdx+

∫ ∞

0

e(−1−iξ)xdx

=

[
1

1− iξ
e(1−iξ)x

]0
−∞

+

[
1

−1− iξ
e(−1−iξ)x

]∞
0

ここで，|e(1−iξ)x| = exであり， lim
x→−∞

ex = 0 なので， lim
x→−∞

e(1−iξ)x = 0

したがって，

[
1

1− iξ
e(1−iξ)x

]0
−∞

=
1

1− iξ

同様にして

[
1

−1− iξ
e(−1−iξ)x

]∞
0

=
1

1 + iξ
より F (ξ) =

2

1 + ξ2

(2) f(x)は連続なので，フーリエの積分定理より

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ξ)eiξxdξ =

1

2π

∫ ∞

−∞

2

1 + ξ2
eiξxdξ

f(1) =
1

π

∫ ∞

−∞

eiξ

1 + ξ2
dξ, f(−1) =

1

π

∫ ∞

−∞

e−iξ

1 + ξ2
dξ であり

オイラーの公式から eiξ + e−iξ = 2 cos ξ が成り立つから

f(1) + f(−1) =
1

π

(∫ ∞

−∞

eiξ

1 + ξ2
dξ +

∫ ∞

−∞

e−iξ

1 + ξ2
dξ

)
=

2

π

∫ ∞

−∞

cos ξ

1 + ξ2
dξ

となる．cos ξ は偶関数なので，

2

π

∫ ∞

−∞

cos ξ

1 + ξ2
dξ =

4

π

∫ ∞

0

cos ξ

1 + ξ2
dξ =

4

π

∫ ∞

0

cosu

1 + u2
du

一方，f(x) = e−|x| より f(1) + f(−1) =
2

e

したがって，

∫ ∞

0

cosu

1 + u2
du =

π

2e
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27 例題 4.2と同様の計算により∫ π

−π

(f(x)− Sn(x))
2
dx =

∫ π

−π

f(x)2dx− π

2
a0

2 − π

n∑
k=1

(ak
2 + bk

2)

であり．n → ∞の時，フーリエの平均収束定理より左辺→ 0なので∫ π

−π

f(x)2dx− π

2
a0

2 − π
∞∑

n=1

(an
2 + bn

2) = 0

移項して両辺を πで割れば求める等式が得られる．

28 (1) f(x)は偶関数なので，bn = 0 (n = 1, 2, 3, . . . )

a0 =
2

π

∫ π

0

x sinxdx =
2

π

∫ π

0

x(− cosx)′dx

=
2

π
[−x cosx]

π
0 +

2

π

∫ π

0

cosxdx = 2 +
2

π
[sinx]

π
0 = 2

a1 =
2

π

∫ π

0

x sinx cosxdx =
1

π

∫ π

0

x(2 sinx cosx)dx =
1

π

∫ π

0

x sin 2xdx

=
1

π

∫ π

0

x

(
−1

2
cos 2x

)′

dx =
1

π

[
−x

2
cos 2x

]π
0
+

1

2π

∫ π

0

cos 2xdx

= −1

2
+

1

2π

[
1

2
sin 2x

]π
0

= −1

2

n ≧ 2のとき，

an =
2

π

∫ π

0

x sinx cosnxdx =
1

π

∫ π

0

x {sin(n+ 1)x− sin(n− 1)x} dx

=
1

π

∫ π

0

x

{
− 1

n+ 1
cos(n+ 1)x+

1

n− 1
cos(n− 1)x

}′

dx

=
1

π

[
− x

n+ 1
cos(n+ 1)x+

x

n− 1
cos(n− 1)x

]π
0

+
1

π

∫ π

0

{
1

n+ 1
cos(n+ 1)x− 1

n− 1
cos(n− 1)x

}
dx

= − 1

n+ 1
(−1)n+1 +

1

n− 1
(−1)n−1

+
1

π

[
1

(n+ 1)2
sin(n+ 1)x− 1

(n− 1)2
sin(n− 1)x

]π
0
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=
1

n+ 1
(−1)n+2 − 1

n− 1
(−1)n =

1

n+ 1
(−1)n − 1

n− 1
(−1)n

= −2(−1)n

n2 − 1
,

よって，a0 = 2, a1 = −1

2
, an = −2(−1)n

n2 − 1
(n ≧ 2),

bn = 0 (n = 1, 2, 3, . . . )

(2) パーセバルの等式より

a20
2

+
∞∑

n=1

an
2 =

1

π

∫ π

−π

f(x)2dx =
2

π

∫ π

0

x2 sin2 xdx

=
1

π

∫ π

0

x2(1− cos 2x)dx =
1

π

∫ π

0

x2dx− 1

π

∫ π

0

x2 cos 2xdx

=
1

π

[
x3

3

]π
0

− 1

π

∫ π

0

x2

(
1

2
sin 2x

)′

dx

=
π2

3
− 1

π

[
1

2
x2 sin 2x

]π
0

+
1

π

∫ π

0

x sin 2xdx

=
π2

3
+
1

π

∫ π

0

x

(
−1

2
cos 2x

)′

dx=
π2

3
+
1

π

[
−1

2
x cos 2x

]π
0

+
1

2π

∫ π

0

cos 2xdx

=
π2

3
− 1

2
+

1

2π

[
1

2
sin 2x

]π
0

=
π2

3
− 1

2

29 (1) u1(z) =
∞∑
k=0

f̂(k)zk, u2(z̄) =
−∞∑
k=−1

f̂(k)z̄−k とおくと u(z) =

u1(z) + u2(z̄)である．

M を [0, 1]における |f(t)|の最大値とすると

|f̂(k)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

e−2πiktf(t)dt

∣∣∣∣ ≦ ∫ 1

0

|e−2πiktf(t)|dt

≦
∫ 1

0

|e−2πikt||f(t)|dt =
∫ 1

0

|f(t)|dt ≦ M となる．

無限等比級数の公式から，
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|z| < 1のとき
∞∑
k=0

|f(k)||z|k ≦
∞∑
k=0

M |z|k =
M

1− |z|

となるので u1(z)は絶対収束する．

u2(z)についても同様に絶対収束することがわかる．

(2) u1(z) =
∞∑
k=0

f̂(k)z̄k において f̂(0) =

∫ 1

0

f(t)dtより f̂(0) = f̂(0)

および f̂(k) =

∫ 1

0

e−2πiktf(t)dt =

∫ 1

0

e2πiktf(t)dt = f̂(−k) を用いると

u1(z) =

∞∑
k=1

f̂(−k)z̄k = f̂(0) +

∞∑
k=1

f̂(−k)z̄k = f̂(0) +

−∞∑
k=−1

f̂(k)z̄−k

= f̂(0) + u2(z̄) となる．

両方の共役複素数をとると u1(z) = f̂(0) + u2(z̄)となるので

u2(z̄) = −f̂(0) + u1(z)である．よって

u(z) = u1(z)+u2(z̄) = f̂(0)+u2(z̄)− f̂(0)+u1(z) = u1(z)+u2(z̄) = u(z)

したがって，u(z)は実数値関数である．

u1(z), u2(z)は |z| < 1において絶対収束するので，u1(z)は z で，u2(z)は

z̄ でそれぞれ項別微分可能である．x, y のかわりに z, z̄ を独立変数として考え

れば，

∂u

∂x
=

∞∑
k=0

f̂(k)kzk−1 ∂z

∂x
+

−∞∑
k=−1

f̂(k)(−k)z̄−k−1 ∂z̄

∂x

=

∞∑
k=0

f̂(k)kzk−1 +

−∞∑
k=−1

f̂(k)(−k)z̄−k−1,

∂2u

∂x2
=

∞∑
k=0

f̂(k)k(k − 1)zk−2 +

−∞∑
k=−1

f̂(k)(−k)(−k − 1)z−k−2

同様に

∂u

∂y
=

∞∑
k=0

f̂(k)kzk−1 ∂z

∂y
+

−∞∑
k=−1

f̂(k)(−k)z̄−k−1 ∂z̄

∂y
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= i
∞∑
k=0

f̂(k)kzk−1 − i
−∞∑
k=−1

f̂(k)(−k)z̄−k−1,

∂2u

∂y2
= −

∞∑
k=0

f̂(k)k(k − 1)zk−2 −
−∞∑
k=−1

f̂(k)(−k)(−k − 1)z̄−k−2

となるので，
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

(3) z = re2πiθ, z̄ = re−2πiθ より zk = rke2πikθ, z̄−k = r−ke2πikθ なので，

u(z) =
∞∑
k=0

∫ 1

0

e−2πiktf(t)dt rke2πikθ +
−∞∑
k=−1

∫ 1

0

e−2πiktf(t)dt r−ke2πikθ

=

∫ 1

0

f(t)

( ∞∑
k=0

rke2πik(θ−t)

)
dt +

∫ 1

0

f(t)

( −∞∑
k=−1

r−ke2πik(θ−t)

)
dt

ここで，無限等比級数の公式から

∞∑
k=0

rke2πik(θ−t) =
1

1− re2πi(θ−t)
，

−∞∑
k=−1

r−ke2πik(θ−t) =

∞∑
k=1

rke−2πik(θ−t) =
re−2πi(θ−t)

1− re−2πi(θ−t)
が成り立つので，

u(z) =

∫ 1

0

f(t)

(
1

1− re2πi(θ−t)
+

re−2πi(θ−t)

1− re−2πi(θ−t)

)
dt

=

∫ 1

0

f(t)
1− re−2πi(θ−t) + re−2πi(θ−t)(1− re2πi(θ−t))

1− r
(
e2πi(θ−t) + e−2πi(θ−t)

)
+ r2

dt

=

∫ 1

0

f(t)
1− r2

1− 2r cos(2π(θ − t)) + r2
dt


