
付録 C

演習問題のヒントまたは略解

問題 1.1: その不等式の左辺の r についての判別式が負になることを用いる．

問題 1.2: X =

(
1 0

0 0

)
, X =

(
1 1

1 1

)
となる場合を考えよ。

問題 1.4: XT =
∑

i,j x
i,j |ui〉〈uj | となることに注意せよ。

問題 1.5: 積の行列成分の微分を考える。

問題 1.12: b: log ρi,log σi に a を適用する。c: この場合 (1.17) が

(σA ⊗ σB)(ρA ⊗ ρB)(I − (σA ⊗ σB)) = 0 と同値であることと、(1.18) が

σiρi(I − σi) = 0, i = A,B と同値であることを利用する。d: 2つ目の条件

から 1 つ目の条件を示すには最初の３つの式が 0 となることから ρ と σ が

PρPσ, (I −Pρ)Pσ, Pρ(I −Pσ), (I −Pρ)(I −Pσ) でブロック対角化できること
を利用する。

問題 1.16: 行列式が負の時はその行列は半正定値にはならない.

問題 2.2: PY (1) = λ,PY (0) = 1 − λ,PX|Y =1 = p,PX|Y =0 = p′ の場合を

考える。

問題 2.6: ランクが 1 となる確率遷移行列を定理 2.1に適用する。

問題 2.5: x− log x− 1 の増減表を書く。
問題 2.8:

∑
j

∑
iQ

i
j |pi − qi| ≥

∑
j |
∑

iQ
i
j(pi − qi)| を用いる。

問題 2.9: x ≥ y の場合と x < y の場合に分けて示す。

問題 2.10: a: |pi − qi| = |√pi − √
qi||√pi +√

qi| を用いる。b: pi + qi ≥
2
√
pi
√
qi を用いる。

問題 2.11: 確率分布 pi の下で確率変数
√
qi/pi と凸関数 − log x について

Jensen の不等式適用する。

問題 2.12: (2.17)を参考にする。

問題 2.14:
∑

i piq
−s
i = Tr ρσ−s.

問題 2.17: X のスペクトル分解 M を考え PM
ρ に Jensen の不等式を適用

する。
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問題 2.20: 2(x2 + y2) ≥ (x+ y)2 となることに注意せよ。

問題 2.21: b: 各 θi について [0, 2π] 間で積分して平均値に注目する。そし

て 〈u|v〉 が各 θi について連続であることに注意する。

問題 2.26: 近似式
√
pθ+ε(ω) ∼=

√
pθ(ω)

√
1 + lθ(ω)ε+ 1

2
d2pθ(ω)
dθ2 ε2 を用

いる。

問題 2.28: b: η(θ) def=
∑

ωX(ω)pθ(ω) の両辺を微分する。e: dθ
dη = Jη と

なることを用いる。i: 微分方程式の解の一意性を用いる。

問題 2.30: (2.8)と (2.50)を組み合わせると直ちに得られる。

問題 2.31: n ≥ mのときは n, n−1, . . . ,m+1 ≥ mから得られる。n < m
のときは 1

m ,
1

m−1 , . . . ,
1

n+1 ≤ 1
n から得られる。

問題 2.34: 問題 2.33の bを用いる。

問題2.35: a:定理 2.5の (2.72)で ≥の証明を参考にする。b:問題2.33と問

題 2.34を用いる。c: lim −1
n log pnθ {Xn(ωn) > η(θ) + ε} ≤ D(pη(θ)+ε‖pη(θ))

を示す．

問題 3.1: Tr |X | は X の固有値の絶対値の和に等しいことに注意せよ。

問題 3.3:

D
(
PMn

ρ⊗n

∥∥∥PMn

σ⊗n

)

=
∑
ωn

(
n∏

k=1

TrMn
k,ωn

ρ

)
log

(
n∏

k=1

TrMn
k,ωn

ρ

)
− log

(
n∏

k=1

TrMn
k,ωn

σ

)

=
∑
ωn

(
n∏

k=1

TrMn
k,ωn

ρ

)
n∑

k=1

(
log TrMn

k,ωn
ρ− log TrMn

k,ωn
σ
)

=
∑
ωn

n∑
k=1

Tr ak,ωnM
n
k,ωn

ρ
(
log Tr ak,ωnM

n
k,ωn

ρ− log Tr ak,ωnM
n
k,ωn

σ
)

=
n∑

k=1

∑
ωn

Tr ak,ωnM
n
k,ωn

ρ
(
log Tr ak,ωnM

n
k,ωn

ρ− log Tr ak,ωnM
n
k,ωn

σ
)

=
n∑

k=1

D
(
PMn,k

ρ

∥∥∥PMn,k

σ

)

問題3.4: a(3.25)については{σ⊗n ≤ e−na}σ⊗n {σ⊗n ≤ e−na} ≤ {σ⊗n ≤ e−na}
(σ⊗n)se−n(1−s)a {σ⊗n ≤ e−na} となることを用いる。(3.24)については補題
3.6を適用する. b: r = −(φ(s)−(1−s)a)とおくと、−sr−φ(s)

1−s = −(φ(s)+sa)
となることを用いる。d: (κσ⊗n(ρ⊗n))−s ≤ (n + 1)d(ρ⊗n)−s となることを示

す。e: bのヒントを参照のこと。

問題 3.5: (3.24)及び (3.25)に a = 0 を代入し, 極限 s→ 1 を取る.

問題3.6: R
def= B(r|ρ‖σ) > infτ :D(τ‖σ)<rD(τ‖ρ)とすると、D(τ‖σ) < r,

D(τ‖ρ) < R となる密度行列 τ が存在する。Tn を lim −1
n log Tr ρ⊗nTn = R

lim −1
n log Trσ⊗n(I−Tn) = r をみたすとすると、補題 3.5より limTr τ⊗n(I−
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Tn) = 1 limTr τ⊗n(I − (I − Tn)) = 1 となり矛盾が生じる。
問題 3.8: a: Cramér の定理を用いよ。d: exp(−(sφ′(s) − φ(s))) =∑

x p(x)
(

1
a
p(x)
q(x)

)−s

exp(−s(φ′(s) + log a)) となることに注意せよ。g: 0 ≤
T ≤ I となる行列 T が exp(−r + log q{ p(x)

q(x) = a}){ p(x)
q(x) = a} の場合を考

える。

問題 3.9: a: ρ と σ が可換の場合には (3.30)で等号が成立することを用い

よ。c: r = rs の場合に注目する。

問題 4.1: Wp の小さい方の固有値が最も大きくなる p を考える。

問題 4.2:

I(pA,WA) + I(pB,WB)− I(p,WA ⊗WB)

=
∑

xA,xB

pA(xA)pB(xB)D(WA
xA

⊗WB
xB

‖WA
pA

⊗WB
pB
)

−
∑

xA,xB

p(xA, xB)D(WA
xA

⊗WB
xB

‖WA
pA

⊗WB
pB
)

+
∑

xA,xB

p(xA, xB)D(WA
xA

⊗WB
xB

‖WA
pA

⊗WB
pB
)

−
∑

xA,xB

p(xA, xB)D(WA
xA

⊗WB
xB

‖ (WA ⊗WB
)
p
)

=
∑

xA,xB

(pA(xA)pB(xB)− p(xA, xB))
(
D(WA

xA
‖WA

pA
) +D(WB

xB
‖WB

pB
)
)

+
∑

xA,xB

p(xA, xB)

(
−Tr (WA

xA
⊗WB

xB

)
log
(
WA

pA
⊗WB

pB

)

+Tr
(
WA

xA
⊗WB

xB

)
log
(
WA ⊗WB

)
p

)

=D
(
WA

pA
⊗WB

pB

∥∥∥(WA ⊗WB
)
p

)
≥ 0

問題 4.3: (4.13)において ≤ は不等式 I(M , p,W ) ≤ I(p,W ) より自明で
ある。≥ の証明では C(W ) の定義に注目して Fano の不等式を用いる。

問題 4.4: ラグランジュの未定乗数法を用いる。

問題 4.5: (A − cB)∗(A − cB) ≥ 0 となることから，A∗B + B∗A ≤
c−1A∗A+ cB∗B が成立する．

問題 4.6: c =
√
β/(α+ β) の場合を考える。

問題 4.7: (4.29)の右辺の第 1項に補題 3.6を適用する。

問題 4.10: (4.29)の右辺に対して，補題 3.1を用いて示す．

問題 4.11: a: A = −nR とおく。b: (4.24)において Tn = {κS⊗n(R⊗n)−
NnS

⊗n ≥ 0} とおいて問題 3.4の c,dの議論を用いる。
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問題 4.12: Nn 個の信号のなかから、誤り確率を小さい順に並べ Nn/2 番

目までのものの誤り確率は平均誤り確率の 2倍より小さいことに注目する。

問題 5.1: HC ⊗HB を HD とし, HA ⊗HB 上の置換に対応するユニタリ

行列 W : u⊗ v �→ v ⊗ u を考え, V def= (W ⊗ IC)U とおく.
問題 5.3: |ω〉 から生成されるヒルベルト空間 HB を考え, Wω = |ω〉〈ω| と
なるエンタングルメント破壊通信路 に定理 5.1の条件 5©を適用する. 最後に,
測定 {|ω〉〈ω| ⊗ IC} を考える.
問題 5.10: a: Schwarz の不等式を用いる。）c: |ρ1/2σ1/2| = Uρ1/2σ1/2

となるように U を選ぶ。|TrUρ1/2Miσ
1/2| ≥ TrUρ1/2Miσ

1/2 となることに

注意せよ。

問題 5.11: ρ1/2U∗σ−1/2 のスペクトル分解
∑

i λMi は M
1/2
i σ1/2 =

λiM
1/2
i ρ1/2U∗ を満たすことに注意せよ。

問題 5.12: b: 問題 5.11のヒントを見よ。

問題 5.13: d1(ρ, σ) ≥ b2(ρ, σ) の証明を参考にする。
問題 5.14: POVM M を (5.20)で等号を満たす POVM とする。そして、

PMρ ,PMσ について (2.14)を適用すると d1(PMρ ,PMσ ) ≥ b2(PMρ ,PMσ ) を得る。

最後に (5.21)を加えることで d1(ρ, σ) ≥ b2(ρ, σ) を得る。
問題 5.17: c: ２値測定 {P, I − P} に対して、量子相対エントロピーの情
報処理不等式を適用する。

問題 5.18: ρmix を HB 上の完全混合状態とし、相対エントロピー

D(ρA,B,C‖ρmix ⊗ ρA,C) と HC についての部分トレースを考える。

問題 5.20: HA ⊗HB ⊗HC 上の状態



p1ρ1 0

0
. . .

pkρk


 を考える。

問題 5.21: 参照系を HR とする ρA,B の純粋状態化を ρA,B,C とすると、

劣加法性 (5.35)より

H(ρA,B)−H(ρA) +H(ρB) = H(ρC)−H(ρB,C) +H(ρB) ≥ 0

となる。

問題 5.19: a: (5.31)を用いる。

問題 5.22: a: 両辺を ε について微分する。

問題5.23: a: 問題5.22のbを用いる。b: |η(a1)−η(b1)| ≤ η(1/e) = 1/e
となることに注意せよ。c: 1

2 log 2 = 0.34658 < 1/e = 0.36792 を用いよ。

問題 5.24: I(p,W ) =
∑

x p(x)(H(Wp)−H(Wx)) となること、及び η0 が

凹（上に凸）であることに注意せよ。

問題 5.25: (8.41)及び補題 3.7を用いる。

問題 6.4: 等号が成立するとすると [ρ,A] = 0 であるから，適当な行列 X ′

を選ぶとA = ρX ′ = X ′ρ となる．一方，各 Mi と可換なエルミート行列 X で
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A = 1/2(ρX +Xρ) となるものが取れる．1/2(ρ(X −X ′) + (X −X ′)ρ) = 0

であるから，ρ(X −X ′) = (X −X ′)ρ = 0 となる．よって A = ρX = Xρ と

なる。

問題 6.5: ‖XρY ‖1 = TrXρY Um となるユニタリ行列 Um が存在すること

に注意せよ。

問題 6.6: b: σ = U∗ρU とおき Tr
√
ρ
√
σ ≤ Tr |√ρ√σ| となることと問

題 2.6に注目する。

問題 6.7:

(
‖X ⊗ IB,C − U∗(IA,C ⊗ Y )U‖(e)

ρ⊗ρ0,x

)2

=
(
‖X ⊗ IB,C‖(e)

ρ⊗ρ0,x

)2

− 〈X ⊗ IB,C , U
∗(IA,C ⊗ Y )U〉(e)ρ⊗ρ0,x

− 〈U∗(IA,C ⊗ Y )U,X ⊗ IB,C〉(e)ρ⊗ρ0,x +
(
‖U∗(IA,C ⊗ Y )U‖(e)

ρ⊗ρ0,x

)2

=
(
‖X‖(e)

ρ,x

)2 (
‖IB,C‖(e)

ρ⊗ρ0,x

)2

−
(
〈U∗(IA,C ⊗ Y )U,X ⊗ IB,C〉(e)ρ⊗ρ0,x

)∗
− 〈U∗(IA,C ⊗ Y )U,X ⊗ IB,C〉(e)ρ⊗ρ0,x +

(
‖IA,C ⊗ Y ‖(e)

Uρ⊗ρ0U∗,x

)2

=
(
‖X‖(e)

ρ,x

)2 (
‖IB,C‖(e)

ρ,x

)2

− (Tr(IA,C ⊗ Y )UEρ⊗ρ0,x(X ⊗ IB,C)U∗)∗

− Tr(IA,C ⊗ Y )UEρ⊗ρ0,x(X ⊗ IB,C)U∗ +
(
‖IA,C ⊗ Y ‖(e)

Uρ⊗ρ0U∗,x

)2

=
(
‖X‖(e)

ρ,x

)2

− (Tr(IA,C ⊗ Y )U(Eρ,x(X)⊗ ρ0)U∗)∗

− Tr(IA,C ⊗ Y )U(Eρ,x(X)⊗ ρ0)U∗ +
(
‖Y ‖(e)

κ(ρ),x

)2

=
(
‖X‖(e)

ρ,x

)2

− (TrY κ(Eρ,x(X)))
∗ − TrY κ(Eρ,x(X)) +

(
‖Y ‖(e)

κ(ρ),x

)2

=
(
‖X‖(e)

ρ,x

)2

− 〈κρ,x(X), Y 〉(e)κ(ρ),x − 〈Y, κρ,x(X)〉(e)κ(ρ),x +
(
‖Y ‖(e)

κ(ρ),x

)2

=
(
‖X‖(e)

ρ,x

)2

+
(
‖Y − κρ,x(X)‖(e)

κ(ρ),x

)2

−
(
‖κρ,x(X)‖(e)

κ(ρ),x

)2

問題 6.9: エンタングルメント破壊通信路でWω が互いに直交する純粋状態

である場合に定理 6.2を適用する．

問題 6.11: a: 問題 6.2の aと dを組み合わせる．b: 問題 6.10と aを

組み合わせる．c: 問題 6.2で示したように κM ,ρθ,s が射影であることを利用

する．

問題 6.12: b: 公式 exp(X(θ)) =
∑∞

n=0
X(θ)n

n! と問題 6.12の aを用いる．

問題 6.13: はじめに dρ⊗n
θ

dθ =
√
n
(

dρθ

dθ

)(n)

となることを示し，これと (6.5)

を用いて示す．

問題 6.15: Jθ,s;i,j = TrL∗
θ,i,s

∂ρθ

∂θj となることを用いる。
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問題 6.17: Lθ,b = d log ρθ

dθ を用いる。

問題 6.18: 問題 6.17の量子状態族 {ρθ = e−iθY ρeiθY } の微分の e 表現と

m 表現を比較する。

問題 6.19: b: (6.7)及び (5.11)を用いる。

問題 6.20: TP-CP 写像 λρ1θ ⊕ (1− λ)ρ2θ → λρ1θ + (1− λ)ρ2θ を考える．
問題 6.21: 状態変化 κ1, κ2 で写された先の状態族について問題 6.20を適

用する．

問題 6.23: (6.22)での例は S1 を変えない適当なユニタリ変換で x2 = 0 と

できることと、そのモデルでは x1(t0) = 0 となる状態が存在するので、Πt0
L,sρ0

を改めて ρ0 とおく。

問題 6.24:
∫ 1

0 µ
′′
s (θ)θ dθ = [µ′s(θ)θ − µs(θ)]10 となることに注目する。

問題 6.26: c: 問題 6.24の cのヒント参照。

問題6.27: a: 部分積分の公式を２度用いる．c: (6.12)を用いる。d: a,b,c

に加えて d2ρθ

dθ2 = 0 となることを用いる．

問題 6.28: 2©と 3©との同値性については問題 6.4を用いよ．

問題6.30: A = dρθ

dθ , ρθ0 = ρとなる状態族を考え、κがPOVMM で与えら

れるとする。すると、性質 (6.8) と ‖ρ−1‖(m)
ρ,x = 1から、JMθ0 = ‖κ(A)‖(m)

κ(ρ),x ≤
‖A‖(m)

ρ,x が成り立つ。これに問題 6.29を用いる。

問題 6.31: 問題 2.28のヒントを参照。

問題6.32: a: 1©であれば、O(M , θ̂)−θと 1
Jθ,s
Lθ,sの差K がKρ+ρK = 0

となることに注意せよ。b: 条件 (6.37)を用いる。

問題 6.34: b: B0
def=
{
θ̂ ≤ θ

}
, Bi

def=
{
θ + δ(i−1)

m ≤ θ̂ ≤ θ + δi
m

}
, (i =

1, . . . ,m), Bm+1
def=
{
θ + δ ≤ θ̂

}
と定義して，m + 1 個の測定値からなる

POVM Mi
def= MBi を考える．

問題 6.37: a:
〈M(ω),M(ω)〉(e)

ρθ,s

〈M(ω),I〉(e)
θ,s

= TrM(ω) となることを示す．c: 問題 1.1

を用いる．d: 問題 2.30を用いる。

問題6.38: (M , θ̂)が局所不偏推定量であれば，一般にVθ(M , θ̂) ≥ (JM
θ )−1

となることを示す．次に各 POVM M に対して，適当に θ̂ を選べば (M , θ̂)

は局所不偏推定量になり，Vθ(M , θ̂) = (JM
θ )−1 となることを示す．

問題 6.39: ラグランンジュの未定乗数法を用いる．

問題 6.40:
(
‖L(u)‖(e)

ρθ,s

)2

= 〈u|Jθ,s|u〉 となることを示し，次
に x ∈ Rd に対して，〈x|JMu

θ |x〉 = 〈L(x)|κM ,ρθ ,s|L(x)〉(e)ρθ ,s ≥
〈L(x)| |L(u)〉(e)

ρθ,s〈L(u)|
〈u|Jθ,s|u〉 |L(x)〉(e)ρθ ,s を示す．

問題 6.43: u1, . . . , ud が Jθ,s の固有ベクトルで pi が 1

tr J
− 1

2
θ,s

J
− 1

2
θ,s の固有

値であるとき，(6.60)の右辺は 1

tr J
− 1

2
θ,s

J
1
2
θ,s になる．

問題 6.50: c: 問題 6.48の bを参考のこと。e: ベクトルの組 (ui′) につ
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いて bで与えた拡大系上の推定量 (M , θ̂) を考える。元の空間へ射影 P を用

いてM = {Mk} に対して POVM {PMkP} を考える。g: ベクトルの組 (ui)

で 〈ui|xj〉 = δij を満たすものは ui = ((Re J)−1)i,jxj に限られることに注目

する。

問題 7.1: ユニタリ行列
(∑

ω |uω〉〈uω| ⊗ Uκ′
ω

)
(IB,C ⊗ U) 及び ρ1 ⊗ ρ0 に

注目する。

問題 7.2: HC ⊗HB を HD とし, HA ⊗HB 上の置換に対応するユニタリ

行列 W : u⊗ v �→ v ⊗ u を考え, V def= (W ⊗ IC)U とおく.
問題 7.5: b:

∑
i piρ

A
i ⊗ ρBi = (κ ⊗ ιA′)(|xM 〉〈xM |) とすると、

(5.2) より、K(κ) = d
∑

i piρ
A
i ⊗ ρBi となる。よって K(κ) の定義より、

Trκ(ρ)σ = TrK(κ)ρ ⊗ σ = d
∑

i pi[Tr ρρ
A
i ][Trσρ

B
i ] となる。これより、

κ(ρ) = d
∑

i pi[Tr ρρ
A
i ]ρ

B
i を得る。

問題 7.7: (7.15)の右辺を展開して整理する.

問題 7.8: (7.15)の右辺を展開して整理する.

問題 7.11: ∆1(O(M) −X, ρ) ≤ ∆3(M , X, ρ) となることと演習問題 7.9

と x, y ≥ 0 に対して
√
x2 + y2 ≤ x+ y となることを用いる。

問題 7.12: 2 × 2 の直交行列 (ai,j) で X̃
def= a1,1X + a1,2Y , Ỹ

def=

a2,1X+ a2,2Y としたとき、Covρ(X̃, Ỹ ) = 0 となるものを選び、X̃, Ỹ につい

て (7.26)を示す。そして (7.26)の両辺が直交行列による変換 (X,Y ) �→ (X̃, Ỹ )

の下で不変であることを用いる。

問題 7.13: g: 変換 (x,y) �→ (x̃, ỹ) の下で (7.27)の両辺は det(bi,j) 倍に

なることに注意せよ。

問題 7.14: ∆3(MX,Y,ρ, O
1(MX,Y,ρ), ρ) = 1−p

p ∆1(X, ρ),

∆3(MX,Y,ρ, O
2(MX,Y,ρ), ρ) = 1−q

q ∆1(Y, ρ) となることを示し、1−p
p

1−q
q = 1

となることに注意せよ。

問題 7.17: 問題 6.21を参考にする．

問題 8.2: 部分トレースについての d1 の単調性に注目する．

問題 8.3: Fe(ρ, κ) =
∑

i〈x|Ei ⊗ I|x〉〈x|Ei ⊗ I|x〉 であることに注意する。
問題8.4: a: 行列 {TrEiAjρ}i,j の特異値分解を考え、Kraus表現を取り直
す。b: aを適用し、pi

def= TrAiρAi, A′
i

def= Ai/
√
pi とすると、F 2

e (ρ, κ◦κ′) =∑
i pi|TrEiA

′
iρ|2 が成り立つ。c: 積 EA = (U |E|1/2)(|E|1/2A) に注目し、

内積 TrX∗Y ρ について、Schwarz の不等式を用いる。d: F 2
e (ρ, κ ◦ κU ) ≥

|TrE1U
∗ρ|2 が成り立つことに注意せよ。

問題 8.5: A1, A2 をエルミート行列としたとき、|Tr(A1 + A2i)ρ|2 =

(TrA1ρ)2 + (TrA2ρ)2 が成り立つことを示せ。

問題 8.9: 2©や (8.20)を用いる．

問題 8.10: Iρ(A : B) = D(ρA,B‖ρA ⊗ ρB) に注意せよ。
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問題 8.11: (5.22)の 2つ目の不等式及び参照系について部分トレースを取る

ことについてのトレースノルムの単調性に注目する。

問題 8.12: U(ρ⊗ |u〉〈u|)U のエントロピーは ρ のエントロピーに等しいこ

とに注意せよ。

問題 8.15: κ′ の Stinespring 表現を考え、κ′ の状態変化後の環境系につい

ての部分トレースに注目する。

問題 8.17: 変化後の HR⊗HE ⊗HB 上の状態は純粋状態であるので、H(ρ)

は変化後の参照系 HR のエントロピーと等しく、H(κ(ρ))は変化後の HR⊗HE

でのエントロピーに等しく、He(ρ, κ) は環境系 HE のエントロピーに等しい。

問題 8.18: x′ は HA′ ⊗HE′ ⊗HR 上の純粋状態のであるので Hx′(A′R) =

Hx′(E′),Hx′(R) = Hx′(A′E′) となる。

問題 8.21: b: (8.48)の最後の不等式では (5.31)を用いる。

問題 8.24: |u〉〈u| と可換な PVM のピンチングについての (5.31)とエント

ロピーの凹性を用いる。

問題 8.25: 例えば、Stinespring 表現となるユニタリ行列を C2 ⊗ C4 上の

行列として

S0 0 0 0

0 S1 0 0

0 0 S2 0

0 0 0 S3







√
p0 ∗ ∗ ∗

√
p1 ∗ ∗ ∗

√
p2 ∗ ∗ ∗

√
p3 ∗ ∗ ∗




を考える。（ただし、∗ の部分はユニタリになるように適当に取る。）
問題 8.26: この写像が 2重確率遷移行列になることに注意する．

問題 8.28: 定理 8.4を用いる．

問題 8.29: R > E(ρ), L = [enR] のとき，定理 8.8の (8.64)の右辺が指数

的に 0 に近づくことを示す．

問題 8.30: ρ =
∑

i pi|xi〉〈xi| とし，Ef (|xi〉〈xi|) = D(|xi〉〈xi|‖σi) となる
separable 状態 σi を考え，相対エントロピーの接合凸性を用いる．

問題 8.32: 問題 8.27から直ちに得られる。

問題 8.33: 始めに {v ⊗ u− u⊗ v|u, v ∈ C3} 上の純粋状態のときに題意を
示す。

問題 9.2: 逆定理の部分は定理 4.2 の証明を参考にし，Fano の不等式を用

いる.

問題 9.3: (pi, ρi) を入力系の確率分布とすると、Stinespring 表現を用いる

ことで C(κ) は max(pi,ρi)H(κ(
∑

i piρi)) −
∑

i piH(TrA,C Uκ(ρi ⊗ ρ0)U∗
κ)

と書ける。そして、
∑

i piρi = ρ となる入力系の確率分布 (pi, ρi) に限っ

た場合でのこの量の最大値を考える。このときの最大値を実現する入力系の

確率分布を (pi, ρi) とする。なお、ρi は純粋状態となるように選ぶ。すると
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C(κ) = H(κ(
∑

i piρi)) −
∑

i piH(TrA,C Uκ(ρi ⊗ ρ0)U∗
κ) となる。ここで

(pi, ρi) が最大値を実現することから、入力系の分布 (p′i, ρ
′
i) で

∑
i piρi =∑

i p
′
iρ

′
i,
∑

i piH(TrA,C Uκ(ρi⊗ ρ0)U∗
κ) >

∑
i p

′
iH(TrA,C Uκ(ρ

′
i⊗ ρ0)U∗

κ) と

なるものは存在しない。したがって、この最大値はH(κ(ρ))−Ef (Uκ(ρ⊗ρ0)U∗
κ)

と一致するので (9.5)を得る。

問題 9.4: 量子相対エントロピーの単調性と (5.35)を用いると，

I(X : Y )

≤ 1
Nn

Nn∑
i=1

D

((
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
∥∥∥∥ 1
Nn

Nn∑
i=1

(
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
)

=H
(
1
Nn

Nn∑
i=1

(
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
)
− 1
Nn

Nn∑
i=1

H
((
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
)

≤H
(
TrA′

n

1
Nn

Nn∑
i=1

(
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
)

+H
(
TrB

1
Nn

Nn∑
i=1

(
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
)
−min

κ
H((κ⊗ ι⊗n

B )(ρ⊗n
A,B))

を得る。そして、

TrA′
n

(
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B) = TrA ρ
⊗n
A,B

H

(
TrB

1
Nn

Nn∑
i=1

(
ϕ(n)
e (i)⊗ ι⊗n

B

)
(ρ⊗n

A,B)
)

≤ log dimHA′
n

を用いると、

I(X : Y ) ≤H(TrA ρ⊗n
A,B

)
+ log dimHA′

n
−min

κ
H((κ⊗ ι⊗n

B )(ρ⊗n
A,B))

=nH (TrA ρA,B) + log dimHA′
n
−min

κ
H((κ⊗ ι⊗n

B )(ρ⊗n
A,B))

を得る。

問題 9.5: (4.3)及び (8.44)を用いると以下のように変形できる。
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∑
j

pjD((κ ◦ ϕe(j)⊗ ιR)(ρA′,R)‖
∑
j

pj(κ ◦ ϕe(j)⊗ ιR)(ρA′,R))

≤
∑
j

pjD((κ ◦ ϕe(j)⊗ ιR)(ρA′,R)‖(
∑
j

pj(κ ◦ ϕe(j))ρA′ )⊗ ρR)

=H(
∑
j

pj(κ ◦ ϕe(j))ρA′ ) +H(ρR)−
∑
j

pjH((κ ◦ ϕe(j)⊗ ιR)ρA′,R)

=H(κ(
∑
j

pjϕe(j)(ρA′)) +
∑
j

pj Ĩc(ρA′ , κ ◦ ϕe(j))

≤H(κ(
∑
j

pjϕe(j)(ρA′))) + Ĩc(
∑
j

pjϕe(j)(ρA′ ), κ)

=I(
∑
j

pjϕe(j)(ρA′), κ).

ここで、ρA′,R は純粋状態であるので H(ρA′) = H(ρR)となることに注意せよ。

問題9.7: はじめに、２値の POVM {{κWp(Wx)−CWp ≥ 0}, {κWp(Wx)−
CWp < 0}} に問題 3.9を適用することで 0 ≥ s に対して

(
TrWx{κWp(Wx)− CWp ≥ 0})1−s (TrWp{κWp(Wx)− CWp ≥ 0})s
+
(
TrWx{κWp(Wx)− CWp < 0}

)1−s (TrWp{κWp(Wx)− CWp < 0}
)s

≤TrW 1−s
x W s

p

を得る。さらに TrWx{κWp(Wx) − CWp ≥ 0} = TrκWp(Wx){κWp(Wx) −
CWp ≥ 0} ≥ C TrWp{κWp(Wx)− CWp ≥ 0} であるから、

TrWx{κWp(Wx)− CWp ≥ 0}

≤Cs
(
TrWx{κWp(Wx)− CWp ≥ 0})1−s (TrWp{κWp(Wx)− CWp ≥ 0})s

となり、(9.16)を得る。

問題 9.8: −φ(s)+s(R−r)
2 = r

2 を r について解く．

問題 9.9: (9.19)の２つの式のうち、1つ目の式の左辺の平方根は外すこと

ができ、2つの目式の左辺は 0 になる。

問題 9.11: 以下の等式を用いる。

I(P,WB ⊗W ′
B)− I(p,WB)− I(p,W ′

B)

=D


∑

x,x′
q(x, x′)WB,x ⊗W ′

B,x′

∥∥∥∥∥∥
(∑

x

p(x)WB,x

)
⊗
(∑

x′
p′(x′)W ′

B,x′

)
 .

問題 9.15: はじめに
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εE,a[Φ] =
∑
i

∑
j 
=i

1
M(M − 1)d1((WEQ)i, (WEQ)j)

≥ 1
M

∑
i

d1((WEQ)i,
1
M

∑
j=1

(WEQ)j)

となることに注意する。すると、Fannes の不等式 (5.38)と η0 の凹性及び単

調増加性 (問題 5.22)より、

IE(Φ) =
1
M

M∑
i=1

H(
1
M

∑
j=1

(WEQ)j))−H(WEQ)i)

≤ 1
M

M∑
i=1

|H( 1
M

∑
j=1

(WEQ)j))−H(WEQ)i)|

≤ 1
M

M∑
i=1

d1


(WEQ)i,

1
M

∑
j=1

(WEQ)j


 log d

+ η0


d1


(WEQ)i,

1
M

∑
j=1

(WEQ)j






≤εE,a[Φ] log d+ η0(εE,a[Φ])

となる。これらに注意して証明する。

問題 9.16: はじめに
∑

i
1
M d1((WEQ)i, 1

M

∑
j=1(WEQ)j)) が 0 に収束す

る条件での符号の存在を示す。次に

sup
i
sup
j
d1((WEQ)i, (WEQ)j) ≤ 2 sup

i
d1((WEQ)i,

1
M

∑
j=1

(WEQ)j))

に注意し、d1((WEQ)i, 1
M

∑
j=1(WEQ)j)) の値が小さい方から M/2 番目ま

でを選ぶ。

問題 9.17: 例えば a = 1/2 とおいて考える。

問題A.3: (A.11)については (A.8)に注目し、左辺と右辺での最大化の際に

動かすユニタリ行列の範囲を考える。）

問題A.5: A が逆行列を持つときは問題 1.4から示せる。逆行列を持たない

場合は持つ場合の極限を考える。

問題A.6: a: B−1/2AB−1/2 = (A1/2B−1/2)∗(A1/2B−1/2) となることと、

(1.21)を用いる。d: B + εI を考え ε→ 0 の極限を取る。

問題A.10: 固有値 ak, . . . , ad の固有ベクトルから生成される d− k+1 次
元部分空間 K′ を考え、K ∩ K′ の要素 y に注目する。

問題A.11: 問題A.10を適用する。

問題A.12: 問題A.11を適用する。
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