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本書を手にする読者は御存じの方も多いと思うが，2002年 11月に発表されたペレルマンのプレ

プリント [43]はその数ヵ月後に発表された [45]と併せて，リッチフローを用いて，3次元多様体に

関するサーストンの幾何化予想を解決するというハミルトンプログラムを実装することを目的とす

る．（サーストンの幾何化予想は，3次元ポアンカレ予想を一部として含み，その解決から，ポアン

カレ予想の解決が導かれる！） [43]ではリッチフローに関する斬新な考察を基に 3次元あるいは

一般次元のリッチフローについての多くの重要な結論が導かれた．一方 [45]はハミルトンプログラ

ムの実装に [43]の諸定理を応用する技術的な議論をまとめたものである．もう少し詳しくいえば，

[45]はその冒頭で述べているように， [43]の最後の章に簡単に触れられていたハミルトンプログラ

ムの実装のスケッチが含んでいたいくつかの問題点を非常に技術的な議論で回避してハミルトンプ

ログラムの一部，しかし，幾何化予想の全て，の解決を主張するものである．

本書の目的は基本的アイデアのほとんどを含む [43]のうち，3次元多様体の幾何化予想に直接関

わる主張について解説することである．第 3章の後半の一部と第 4章の内容は 2004-2005年に筆者

が行った講演や集中講義，とりわけ 2005年に筆者が名古屋大学で行った院生向け集中講義の原稿

を基にして相当加筆したものであるが，他の部分は本書のために執筆した原稿である．対象とする

読者は数学科大学院修士以上の学生ということになるが，本書のテーマを考慮すれば，関連分野の

専門知識を有する方々なども読者として想定せざるを得ない．このテーマ自身重いテーマであるが，

この二つの読者層を想定しながら 200ページ弱のテキストを執筆することは筆者にとってはさらに

至難の技であった．筆者の力不足から，この目的が達成できているかどうかは心もとない．

ページ数と本書の対象を考えれば self containedな記述を行うことは望むべくもないが，なるべ

く簡単な原理に帰着することにより，できるだけ証明の中身を理解できるようにしたつもりではあ

る．この方針はペレルマン自身の議論が最先端の道具の破壊力を駆使するというタイプのものでな

く，鋭いアイデアで伝統的な道具に驚くような働きをさせる，という性質のものだからということ

もある．一方，証明しない主張のスケッチや「大体の話」を述べる，ということは避け，参考文献

にゆずるという方針にした．これは一部の読者には証明そのものが関心事であろうと思うからであ

る．本書全体の構成について簡単に述べておく．

最初の章では 3次元多様体の位相幾何学について証明なしで概観し，幾何化予想の主張を確認す

る．1.3節では本書の各節の主張がハミルトンプログラムのなかでどのような役割を果たすかを具

体的に記述してある．第 1～3章の一部を読み飛ばすつもりの読者はここで本書の全体の構造とハ

ミルトンプログラムの関係を確認してほしい．第 2章は議論に必要なリーマン幾何について解説し

てある．ある程度の前提は仮定するものの，この章では基本的な命題から証明を与えている．とく

に測地線に関係する命題には初歩的と思われるものにも証明を付けた．一つの目的は 3.4節でリー



マン幾何における測地線の類似物を考えるため，その議論の「形」を確認しておきたかったからで

ある．第 3章でリッチフローを導入する．リッチフローの初期値問題の解の存在の問題について述

べた後，3.2節で最大値原理について論ずる．リッチフローを解析する上でこれは最も重要な道具

の一つだが，我々の目的に議論を最適化するため，伝統的なものとはだいぶ趣の異なる書き方をし

ている部分がある．また，この節の後半からはかなり直接的にペレルマンの議論と関係する主張を

述べていく．3.3節では基本的なリッチフローの解析的評価を行う．とくに 3.3.3節のコンパクト性

定理はペレルマンの議論で重要なものである． 3.4節では [43]の重要な結論の一つ，局所非崩壊定

理を証明する．この結論はリッチフローの次元によらないものである．最終章でペレルマンの 3次

元リッチフローの特異性解析について述べる． 4.1節で 3次元の特異性モデルの分類を行い， 4.2

節でそのモデルによる近似に関するペレルマンによる重大な結論，標準近傍定理の証明を行う．最

後にその応用として，3次元リッチフローの特異性が生じたとき，その位相がどのように変更され

るかを見る．

幾何の専門家が本書を読む場合，状況に応じて第 1～3章の一部から必要な基礎知識を補った上

で，2.2.5，3.2.4，3.3.3節および 3.4節以降を読めば十分であると思う．また必要に応じて演習問

題を付した．これは演習のため，というより記述を簡潔にするため次のいずれかのカテゴリに属す

る場合には演習問題にまわしたものである．（a）本文と直接関連する計算などで自明に近いもの．こ

の種の問題はやさしいはずである．（b）本文の流れから触れない理由がないが，本書を理解するた

めに必要ないもの．自明でないものも含まれているかもしれないが，こちらは読み飛ばしても本筋

には関係ない．

いくつか本書の記法に関する注意をしておこう．

1. アインシュタインの記法などテンソル計算の標準的記法，例えば gij Rcjk = Rci
k といった記法

を用いる．

2. 解析的な評価を行う際，あまり重要でない定数はとくに断りなく c, C などと書いてしまう．小

文字の cは次元のみに依存するいわゆる普遍定数を表し，大文字の C は曲率など評価の前提に

なっている量に依存する場合に用いる．

3. 変数 tは（リッチフローの）時間パラメータとして区別するため，他の用途に用いるのはなる

べく避けた．例えば，曲線やその変分のパラメータとして通常 s, tを用いるところを s, uを用

いるようにした．

筆者がペレルマンのプレプリントを理解する上で，いろいろな方にさまざまな形で機会を用意し

ていただいた．研究集会での講演や集中講義などの機会をいろいろと用意していただいた筑波大学

の山口孝男先生，多くの興味深い見方を教えていただき，とくに 2005年の名古屋大学で集中講義

の機会を与えていただいた名古屋大学の小林亮一先生に感謝したい．また長時間の講演の機会をい

ただいた九州大学の大津幸男先生，大阪大学の後藤竜二先生にも感謝申し上げる．長時間に渡る講

演を聴講していただいた方々にもあわせてお礼申し上げたい．最後になるが，本書の執筆の機会を

与えていただき，なかなか進まない筆者の原稿を辛抱強く待ちつづけたサイエンス社の平勢耕介氏

に感謝の意を表したい．

2007年 1月 戸田 正人　

ii まえがき
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第 1 章

3次元多様体とハミルトンプログラム

3次元多様体のトポロジーの基本的な結果を証明なしで簡単に概観し，サース

トンの幾何化予想とリッチフローを用いた幾何化予想へのアプローチ（ハミル

トンプログラム）を紹介する．代表的な 3次元トポロジーの教科書として [29]

と [31]を挙げておく．

1.1 標準分解

3次元位相多様体はただ一つの PL構造，微分構造を持つことが知られてい

るから，どのカテゴリーを選択するかは結論には影響しない．（[29, Chapter 1]，

[56, 3.10]）この事情から同相という言葉はどの意味に取ってもよいが，主に可

微分 3次元多様体を念頭におく．

まず 3次元であることに関わらない微分位相に関する事実を述べておこう．

n次元多様体M に埋め込まれた閉 n− 1次元多様体 Σの法束が自明束である

とき， Σを二面的という．M が向きづけ可能であれば，これは Σが向きづけ

可能であることと同値である．このとき，Σの管状近傍 TΣはΣ× (0, 1)と微分

同相であるが，M \ TΣ は Σの二つのコピーを境界とする境界つき多様体とな

る．その微分位相は管状近傍のとり方によらないので，これを M \Σと書くこ

とにし，Σで切り開いた多様体と呼ぶ．M \Σの二つの境界成分が異なる連結

成分に含まれるとき Σは連結成分を分ける，ということにする．逆に境界つき

多様体 Ωとその相異なる境界成分 Σ1,Σ2 ⊂ ∂Ωの間の微分同相 φ : Σ1 → Σ2

が与えられた時 Σ1,Σ2 を φにより同一視して得られる多様体M は包含写像

Ω ↪→M が微分同相となるような唯一つの自然な微分構造を持ち，これは φの

アイソトピー類のみで決まる．これをΩを φで張り合わせて得られる多様体と

呼ぶ．Ωが向きづけられていて，φが境界の自然な向きを反転すれば包含写像

Ω ↪→ M が向きを保つようにM の向きづけを与えることができる．ここの議

論はM が境界つきで，Σが内部に埋め込まれている場合も同様である．



第 2 章

リーマン幾何

リーマン幾何についてレヴィチヴィタ接続によるテンソル計算，測地線，曲

率などは既知とする．例えば，[41, Part II]， [63, 2.5.1]程度の予備知識を想

定する．ただし，3.4で測地線の類似物を考えるので，測地線に関わる基本的

命題の一部は詳しく説明する．モース理論に関して全く予備知識のない読者は

2.2.2 を読む前に [41, Part I]を一読することを勧める．またこの章の題材や

参考文献は網羅的なものではない．例えば [6]（有名な教科書）， [21]や [17]

（モース理論，凸関数，非負曲率多様体についてのサーベイ）， [1]（アレクサ

ンドロフ空間の教科書）などから文献を探してほしい．

2.1 局所理論

2.1.1 測地線と第一変分公式

(M, g)を連結リーマン多様体とする．区間 [a, b]のある分割 a = s0 < s1 <

· · · < sN = bが存在して各部分区間 [si, si+1]上で C∞ 級であるような連続写

像 γ : [a, b] → M を区分的に滑らかな曲線という． [a, b]上定義された区分的

滑らかな曲線全体を PS(M : a, b)と表す． γ ∈ PS(M : a, b)に対して，長さ

汎関数は

L(γ) = L(γ : a, b) :=
∫ b

a

∣∣∣∣∂γ∂s (s)
∣∣∣∣ds =

∑
i

∫ si+1

si

∣∣∣∣∂γ∂s (s)
∣∣∣∣ds

で定められる．もちろん，| · |はリーマン計量 g により定まる接ベクトルの長

さである． Lは γ のパラメータの取り換えに関して不変である．（したがって，

定義されている区間 [a, b]は例えばアファインパラメータ変換により任意の閉

区間に変換できる．） Lにより，(M, g)上には

ρ(M,g)(p, q) = inf {L(γ); γ ∈ PS(M : a, b), γ(a) = p, γ(b) = q}

で距離関数 ρが定められ，(M,ρ)は距離空間をなす．長さ汎関数 Lの代わりに



第 3 章

リッチフロー

この章ではリッチフローの基本的な定理や評価について解説する．いわゆる

教科書は現時点では [13]が挙げられる．（これからもっと出版されるだろうが．）

3.2.4，3.3.3の結論はとくに [43]を理解する上で重要である．ハミルトンを始

めとする先駆者達の原論文の一部は論文集 [4]にもまとめられている．最後の

節ではペレルマン [43]の中でも重大な結論の一つ，局所非崩壊性について述べ

る．局所非崩壊性については原論文の他に [59]，[42]などの解説がある．

3.1 リッチフローの方程式

3.1.1 方程式と特殊解

M を n次元多様体，0 < T ≤ ∞とする．時刻 t ∈ [0, T )に滑らかに依存す

るM 上の計量を g(t)とする． pを射影 p : M × [0, T ) →M とすると， gは

M × [0, T )上のベクトル束 p∗TM 上の切断と見ることができる．g(t)が方程

式 ∂tg = −2Rcを満たすとき，つまり局所座標成分 gij が

∂

∂t
gij(x, t) = −2Rcij(x, t) (3.1)

を満たしているとき，時刻に依存する計量 g(t)を時間 [0, T )上定義されたリッ

チフローの解という．対応して定まる時間発展するリーマン多様体 (M, g(t))を

リッチフローの時空と呼ぶ．（方程式 (3.1)をリッチフローと呼ぶのが論理的だ

が，誤解がなければ g(t)あるいは (M, g(t))をリッチフローと呼んでしまう．）

また，時刻 t = 0における計量 g(0)を初期値，初期計量などと呼ぶ． 方程式

(3.1)の偏微分方程式としての性質はあとでもっと詳しく見るが，熱方程式など

に代表される放物型偏微分方程式に近い．

任意の t0 ∈ [0, T ) に対して，リーマン多様体 (M, g(t0)) が完備であると

き，(M, g(t))を 完備リッチフローであるという．もし，M × [0, T )上一様に

C0 ≤ Rc ≤ C1 が成り立っていれば，方程式 (3.1)からただちに
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リッチフローの特異性

この章では [43]で行われた特異性解析の基本定理について述べる．具体的に

は [43, §11,§12]の諸定理の解説である．ペレルマン以前のリッチフローの特異

性解析の状況については [27]を参照せよ．[45]または [44]も含めたペレルマン

の業績については [35], [42], [5]などの詳細な解説がある．

4.1 κ 解の性質

4.1.1 漸近ソリトン

命題 3.4.3を念頭におけば，次の定義は（少なくとも 3次元の場合）特異性

のモデルとして順当なものである．

定義 4.1.1 (κ解). (M, g)を時間 (−∞, t0]上定義された， M 全体で曲率が

一様に有界な完備古代解とする． (M, g)が任意のスケールで κ -非崩壊であり，

Rm ≥ 0を満たすとき，κ 解と呼ぶ．とくに断りがない限り我々は t0 = 0の場

合を考える．

注意 1. κ -非崩壊が任意のスケールで成り立つから， 縮小スケーリングの下

でも 非崩壊の条件が保たれる．

注意 2. 例 3.1.3 における遠方での体積比評価により，葉巻型ソリトン (R2,

gcigar)は κ -非崩壊の条件を満たさない．したがって，この定義は (R3, gcigar ×
gR)を 3次元の特異性モデルから排除する．（[27]の最後のパラグラフを参照．）

補題 4.1.1. 定理 3.4.6の曲率条件を満たす古代解に対して， ∂tR ≥ 0．つま

り，スカラー曲率は各点で単調非減少．とくに t = 0において，任意の半径で

曲率が一様有界な κ 解の列は一様部分収束し，その極限はRm ≥ 0を満たす任

意のスケールで κ -非崩壊な完備古代解である．



付録 A

技術的準備

A.1 実関数

本書全般に渡り，必ずしも滑らかでない関数を扱う場面が多い．滑らかさが

仮定されているならば，1階微分の情報から得られる単調性，2階微分の情報

から得られる凸性，などをもっと弱い条件下で保証する諸技術を準備しておく．

まず 1階微分の一般化を考えよう．

定義 A.1.1 (前方微分，後方微分). 区間 [a, b]上で定義された関数F が t ∈ [a, b]

の近傍で連続であるとする．C を実数とするとき，

lim sup
∆t↓0

F (t+∆t) − F (t)
∆t

≤ C

(
lim inf

∆t↓0
F (t+∆t) − F (t)

∆t
≥ C

)
であるとき，d+

t F (t) ≤ C（d+
t F (t) ≥ C）と書く．同様に

lim sup
∆t↑0

F (t+∆t) − F (t)
∆t

≤ C

(
lim inf

∆t↑0
F (t+∆t) − F (t)

∆t
≥ C

)
であるとき，d−t F (t) ≤ C（d−t F (t) ≥ C）と書く． d+

t F を前方微分，d
−
t F を

後方微分という．

前方微分，後方微分が定符号であれば，関数の単調性が従う．

補題 A.1.1. F を区間 [a, b]上定義された連続関数とする．

1. F (b) ≥ cとし，F (t) ≤ cならば d−t F (t) ≤ 0を満たすとする．このとき，

F (a) ≥ c．

2. (a, b]上で d−t F ≤ 0ならば，F は単調非増加．

3. F (a) ≤ cとし，F (t) > cならば d−t F (t) ≤ 0が成り立つとする．このと

き， F (b) ≤ c．

4. F (a) ≤ 0とし，F (t) > 0ならば d−t F ≤ cF が成り立つとする．このと

き， F (b) ≤ 0．
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