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まえがき

本書は量子エンタングルメントという視点で，量子多体系の理論（場の理論）と重力理論（一般

相対性理論や超弦理論）という一見全く異なった物理の理論体系を統一的に理解する新しい考え方

を説明することを主目的としている．この考え方は，ホログラフィー原理と呼ばれ，特別な場合は

AdS/CFT対応ないしゲージ・重力対応とも呼ばれる．ホログラフィー原理の内容を誤解を恐れず

一言でまとめると，「量子多体系の理論を時空の幾何学として表現する手法」と言える．場の理論は

素粒子理論と物性理論の両分野にまたがる基本的で大変重要な道具であるが，ホログラフィー原理
は理論物理学のほぼすべての分野の理論体系は実はその根源において同一であるという驚くべき関

係性を強く示唆する．

ホログラフィー原理や AdS/CFT対応は超弦理論の分野で発見された考え方であり，最近の超弦

理論の研究において最もアクティブに研究されているテーマと言える．しかしながら，本書は読む

のに超弦理論の知識は必要としないように書いたつもりである．本書で想定している読者は理論物

理を専門とする修士課程の大学院生程度であるが，場の理論の初歩と一般相対性理論の初歩を習得
していれば，学部学生でも意欲があれば多くの部分を読みこなせるようになっている．

量子エンタングルメントは量子力学の基本的な性質であり，量子情報理論において極めて重要な

役割を果たしてきた．その概念を定量化する量がエンタングルメント・エントロピーであり，本書

で議論する最も重要な物理量である．この量を用いてホログラフィー原理を考察すると見通しが良

くなり，多くの新しい知見が得られる．なぜならエンタングルメント・エントロピーは，「量子多体

系の幾何学を記述する最も基本的な量」の一つといえるからである．本書の最終目標は，量子エン
タングルメントの考え方を用いて「ホログラフィー原理とは一体何なのか？」を理解することにあ

る．一方で，エンタングルメント・エントロピーは複雑な量子多体系を数値的に解析する際に大変

便利な量であり，基底状態がどのような量子相にあるか識別する量子的秩序パラメーターとして活

用されている．つまり，「数値実験における観測量」という側面も持っているのである．

量子エンタングルメントやエンタングルメント・エントロピーというキーワードが，素粒子理論
や物性物理・量子多体系の研究者に研究対象として興味を持たれ，世界中で活発にこれらの分野で

研究されるようになってからまだ 10年も経過していない．その意味でも量子エンタングルメント

の考え方は，21世紀の理論物理を牽引する原動力となりえると筆者は期待している．

本書の内容は，以下の通りである．第 1章で歴史的背景を説明した後で，第 2章でエンタングル

メント・エントロピーの定義や性質を説明する．第 3章から第 4章まで，場の理論におけるエンタン

グルメント・エントロピーの計算法や具体例について述べる．第 5章から第 6章までにおいて，ホロ
グラフィー原理や AdS/CFT対応の解説を行う．そして第 7章から第 10章まで，ホログラフィー

原理を用いたエンタングルメント・エントロピーの計算法や具体的計算，またその応用について説



明する．最後の第 11章では，それまでの内容を総括するとともに，量子エンタングルメントを用

いて重力理論の時空を記述する新しい考え方を紹介したい．

本書の全般的な内容に興味のある読者は，第 1章から順に第 11章まで順に読むことを基本的に

お勧めする．時間が十分にないため，特に基本的で重要な部分だけをピックアップしたい読者には，
[2.1–2.4節]，[3.1–3.3節]，[5.1–5.2節]，[6.1–6.4節]，[7.1–7.3節]を読むことをお勧めする．また，

場の理論におけるエンタングルメント・エントロピーの計算のみに興味がある読者は，第 2章から

第 4章までを読んで頂きたい．一方，エンタングルメント・エントロピーのホログラフィックな計

算にのみ興味がある読者は，第 5章から第 11章までを読んで頂ければよいように書かれている．

本書の第 7章以降の多くの部分が筆者自身も関わった研究をもとにしており，また筆者が国内の

集中講義（立教大・東北大・京都大基礎物理学研究所・東京工業大・北海道大など）や海外のスクー
ル（CERN冬の学校・Arnold Sommerfeldスクール・アジア冬の学校など）で行ってきた講義の

経験を加味して書かせて頂いている．まず，ホログラフィックなエンタングルメント・エントロピー

の計算法を共同で開発させて頂いた笠真生氏には心よりお礼を申し上げたい．さらに関連研究の

共同研究者である，畔柳竜生氏，Jyotirmoy Bhattacharya氏，初田泰之氏，Matthew Headrick

氏，平田朋義氏，Veronika Hubeny氏，藤田充俊氏，Andreas Karch氏，李微氏，Ali Mollabashi

氏，K. Narayan氏，西岡辰磨氏，野崎雅弘氏，沼澤宙朗氏，小川軌明氏，Andrea Prudenziati氏，
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宇賀神知紀氏の各氏に深く感謝したい．また作成中の原稿における多数の誤植やミスを指摘して頂

いた京都大学の大学院生である岡崎智久氏，佐藤芳紀氏，渡邊賢人氏には非常に感謝している．最
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第 1 章

はじめに：歴史的背景から最近の流れ
まで

本書のはじめとして，ここでは何故エンタングルメント・エントロピー とい

う量が理論物理学において興味をもたれるようになってきたのか説明したい．

以下で説明するように，ブラックホールのエントロピーを動機の中心として，
様々な歴史的な発展が交差や合流を繰り返してきた．そのせいで，流れは少々

入り組んでいるが，理論物理学の発展の現実を伝えるために，歴史的な経緯を

尊重して説明したいと思う．

1.1 歴史的動機：ブラックホールのエントロピー

現代の物理学において，量子力学（量子論）はミクロなスケールを記述する

ための唯一の基礎理論である．当然ながら物質の最小単位の解明を目指す素粒

子理論においても最も根源的な原理であり，場の理論 と呼ばれる多体系の量子

力学を用いて素粒子理論を構成してきた．この考え方で，現実世界に存在する

4つの力のうち電磁気力， 強い相互作用，そして弱い相互作用を統一的に理解

することができ，この基礎理論がいわゆる「標準模型」である．しかしながら，
4つ目の力である重力（万有引力）は，我々の宇宙の形成や惑星の運動などを理

解する上で欠かせない極めて重要な相互作用であるにもかかわらず，量子論と

の相性を考えるとやっかいな問題が歴史的にいくつも起ってきたのである．し

かしながら物理学の進歩においては，そのような問題を解決しようとして大き

なブレークスルーが生まれるのが常である．

まず，マクロなスケールの重力理論を完全に記述すると考えられている一般
相対性理論を通常の手法で量子化すると，高エネルギー領域の量子揺らぎによっ

て起こる発散（紫外発散と呼ばれる）が頻繁に生じるために，量子論として大

きな困難が生じる．相対性理論において長さのスケールとエネルギーのスケー

ルは逆比例する．従って，発散が生じる理由は物質の最小単位を粒子と考えて

いるため，その大きさがゼロであることに起因していると思われる．そこで，



第 2 章

エンタングルメント・エントロピーの
基礎

本章では，本書の中心テーマとなる量子エンタングルメントとその強さを見

積もるエンタングルメント・エントロピーの定義や性質に関して説明したい [4]．

仮定する知識は，量子力学と統計力学の基礎だけとし，密度行列を用いた記述
を復習することからスタートして解説していきたい．

2.1 量子力学における密度行列とエントロピー

量子力学において，物理的状態は波動関数Ψで指定され，系全体に相当する

ヒルベルト空間 Htot に属すベクトル |Ψ〉として記述される．ハミルトニアン
がエルミート演算子H で与えられる系の時間発展はシュレディンガー方程式

i
∂

∂t
|Ψ〉 = H |Ψ〉, (2.1)

で記述される．

物理量は，そのヒルベルト空間に作用するエルミート演算子（Oと書く）と

して表され，ある状態における物理量はその期待値で与えられる：

〈O〉 = 〈Ψ|O|Ψ〉. (2.2)

ここで，波動関数ベクトルは，〈Ψ|Ψ〉 = 1と正規化している．

このように波動関数で与えられる状態を純粋状態 (pure state)と呼ぶ．しか

し現実には，ある物理系の一部分（部分系）に着目して量子論を構成する方が

便利なことも多い．例えば，熱浴と接している有限温度の系では，熱浴部分は
無視するので，ある統計平均として与えられる状態を考える必要がある．その

ようなものを一般に混合状態と呼ぶ．混合状態は密度行列 ρtotで記述され（tot

は全体の系を意味し，後で便利なように付けている），物理量は

〈O〉 = TrHtot [O · ρtot], (2.3)



第 3 章

場の理論におけるエンタングルメン
ト・エントロピーの計算

本章ではまず，場の理論におけるエンタングルメント・エントロピーを計算

する一般的方法であるレプリカ法を解説する．その後で，面積則という重要な

性質や簡単な具体例を説明する．また物性物理への応用を念頭に置いて，量子
相転移とエンタングルメント・エントロピーの関係にも触れる．

3.1 場の理論のエンタングルメント・エントロピーとレプ
リカ法

まず，本書の主なテーマである場の理論におけるエンタングルメント・エン
トロピーの定義を説明したい．量子多体系におけるエンタングルメント・エン

トロピーの定義は既に説明したとおりである．例えば多数のスピンから構成さ

れる格子系であれば，格子全体の空間的領域を Aと B に分けて，それぞれに

属すスピンのヒルベルト空間をHAとHB とすることによってエンタングルメ

ント・エントロピー SA が定義される．場の理論は，通常このような量子多体

系の連続極限（格子間隔 εをゼロにする極限）とみなせるので，時間一定面の
空間を Aと B に分けることで自然に定義される（図 2.1の下図参照）．

d+ 1次元における質量mの実自由スカラー場理論を考えると次の作用で表

される∗1）．

S =
∫
dtddx

[
1
2
(∂tφ)2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iφ)2 − m2

2
φ2

]
. (3.1)

このスカラー場理論の d次元の空間方向を正方格子状に離散化することを考え

てみよう．スカラー場の空間微分を

*1） 本書では素粒子論の慣習に従って，空間 d 次元と時間が 1 次元ある時空上の場の理論
を d + 1 次元の場の理論と呼ぶ．物性物理では，d 次元量子多体系というと空間が d 次
元という意味であり，その連続極限は d + 1 次元の場の理論で記述されることに注意さ
れたい．
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共形場理論のエンタングルメント・エ
ントロピー

本章では，場の理論の中でも特に共形場理論と呼ばれるクラスの理論におけ

るエンタングルメント・エントロピーの計算を紹介する．共形場理論の基礎的

説明から始めて，まず 2次元共形場理論の場合の解析を詳しく述べる [22]．その
後で，高次元の共形場理論の場合に知られている結果をまとめる．共形場理論

の知識のある読者は，4.3節から読み始めてかまわない．

4.1 共形変換と共形場理論

共形変換 (conformal transformation)とは，時空の計量がスケール倍を除い

て保たれる（言い換えると角度を保つ）座標変換のことである．良く知られて
いるように，一般に座標変換 x′μ = x′μ(x)のもとで，計量は

g′μν(x
′) =

(
∂xα

∂x′μ

)(
∂xβ

∂x′ν

)
gαβ(x), (4.1)

と変換する．この変換が特に，

g′μν(x
′) = Λ(x)gμν(x),　　 (4.2)

の形になる場合が共形変換である．この共形変換全体がなす群を共形群 (con-

formal group) と呼ぶ．共形変換で不変な場の理論を共形場理論（conformal

field theory, 略して CFT）と呼ぶ [30], [31]．

もともとの時空が d+ 1次元ミンコフスキー (Minkowski)時空である場合

gμν = ημν , ημν ≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1

1
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (μ, ν = 0, 1, 2, ···, d),(4.3)

が最も重要であるので以下ではこの場合に限定する．微小変換



第 5 章

ブラックホールとホログラフィー原理

本章では，ブラックホールの熱力学からはじめて，ホログラフィー原理の発見

に至った経緯を概説したい．ホログラフィー原理は，次の章からのメインテー

マである AdS/CFT 対応をその特別な場合として含む，大変幅広い考え方で
ある．

5.1 ブラックホールと熱力学

一般相対性理論が記述する 4次元（=3+1次元）時空の重力理論を考えよう．

ある領域内に物質をどんどん球対称に詰めてゆくと（全質量をM とする），そ
の半径がシュワルツシルド半径

rH = 2GNM, （GNは重力定数） (5.1)

より小さくなると（r = rH を事象の地平線という），重力崩壊と呼ばれる現象

を起こし，

ds2 = −
(
1 − rH

r

)
dt2 +

dr2

1 − rH

r

+ r2dΩ2, (5.2)

の計量で与えられるシュワルツシルド・ブラックホールになる（dΩ2 は 2次元

球面の極座標）．さらに物質を放り込んでもブラックホールの半径が増えるだ
けなので，半径 r内に許される物体の最大質量は r

2GN
であることが分かる.

重い物体がいったんブラックホールに崩壊してしまうと，とても強い重力場

を作るため，物質や光はその内部から外に出てくることは不可能になることが

一般相対論からすぐに分かる．しかしながらホーキングは，量子効果をとり入

れるとブラックホールはある温度 TH の黒体とみなせ，実際には輻射光が外に

出てくることを示した（ホーキング輻射と呼ばれる）[2]．

この温度 TH を計算するには，まず地平線近傍で計量が
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AdS/CFT対応

ホログラフィー原理が成り立つ例の代表格が AdS/CFT 対応である．

AdS/CFT は超弦理論における D ブレインの考察に基づいて 1997 年にマル

ダセナによって発見された [15]．この対応は，一言でまとめると「d+ 2次元の
反ドジッター時空（AdS時空）上の量子重力理論は，d+ 1次元の共形場理論

(CFT)と等価である」という主張になる．本章ではAdS/CFT対応の基礎につ

いて手短に説明するが，この先を読み進む上で最低限必要な知識はすべて得ら

れるように書かれている．本書は超弦理論の予備知識がない読者を対象に書か

れているが，AdS/CFT対応をより深く学ぶには超弦理論やその低エネルギー

近似である超重力理論の基礎的理解も必要であり，そのためには他の解説（例
えば文献 [57], [58]）をあたられたい．

6.1 AdS時空

d + 2次元の反ドジッター時空 (Anti de-Sitter space) は，時間が 2つある

d+ 3次元時空R2,d+1

ds2 = −dX2
0 − dX2

d+2 + dX2
1 + · · · + dX2

d+1, (6.1)

内の超曲面

X2
0 +X2

d+2 = X2
1 +X2

2 + · · · +X2
d+1 +R2, (6.2)

として定義される．この時空を略して AdSd+2 と書くことにする．ここで，定

数 Rは，半径（時空の大きさ）を表す．時間方向をユークリッド化すると，双

曲面Hd+2 になる．

式 (6.2)の拘束条件を解くために以下のように AdSd+2 の座標を導入する：
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ホログラフィックなエンタングルメン
ト・エントロピーの基礎

さて本章では，エンタングルメント・エントロピーの AdS/CFT対応を用い

たホログラフィックな計算 [16] を紹介する．まず初めにその計算公式を説明し，

具体例における計算を行う．その後でどうしてそのような公式で計算できるの
か，計算公式を AdS/CFT対応の原理から導出する [64]．

7.1 ホログラフィックなエンタングルメント・エントロピー

これまで説明したように，AdS/CFT対応によると，d+ 2次元 AdS時空に

おける重力理論は，その境界に定義された d+ 1次元共形場理論と等価な理論
となる．この対応は，ホログラフィー原理の特別な場合に相当する．従って，よ

り一般のホログラフィー原理を理解する上でもAdS/CFT対応の基本的な成り

立ちをより深く理解することは重要である．

そのような基本的な問いの一つが，AdS/CFT対応において「共形場理論の

時刻 tにおける，ある空間領域 Aの情報が AdS時空の重力理論のどの領域に

記録されているのか？」という疑問である．領域 Aに制限した情報は，Aに制
限された密度行列 ρA で表される．従って，領域 Aの情報量を，エンタングル

メント・エントロピー SA = −Tr[ρA log ρA]として表すことができる．

このように考えて，先ほど挙げた問題を定量的に扱えるように言い直すと，

「共形場理論の領域Aに対する時刻 tのエンタングルメント・エントロピー SA

は，AdS時空の重力理論でどのように計算できるのか？」という問題になる．

本書の大部分で仮定しているように，重力理論を古典的に取り扱うことができ
る場合（古典重力近似）を考える．また，本章では簡単のため，考えている漸

近的にAdSな時空が時間に依存しない場合を考える．時間に依存する背景にお

けるエンタングルメント・エントロピーの計算法は，次章で扱う．
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ホログラフィックなエンタングルメン
ト・エントロピーの一般化

本章では，前章で説明したホログラフィックなエンタングルメント・エント

ロピーをより一般的な状況に適用できるように拡張する．時間に依存する背景

への拡張，高階微分の補正を取り入れた場合，そして量子補正を取り入れる場
合について概説する．

8.1 時間に依存する背景におけるホログラフィックなエンタ
ングルメント・エントロピー

前章では，「重力理論の時空が時間に依存しない場合」，もしくは「ユークリッ
ド空間にウィック回転できる時空の場合」に関してホログラフィックなエンタ

ングルメント・エントロピーの計算を説明したが，そうではない時空に対して

はどうすればよいのであろうか？　時空が時間に依存しない場合（静的な場合）

には，時間一定面をただ 1つ選ぶことができ，その中で最小面積を考えること

ができた．しかし，時間に依存する時空に対しては時間一定面の選び方は無数

あり，どのように定義してよいかあいまいになる．また，時空全体をユークリッ
ド化すると，計量が一般には実数にならないという問題も生じる．いずれにせ

よ，(7.1)の公式そのままでは，時間に依存する時空には適用できないのであ

る．では，一般の漸近的 AdSな時空を考えた場合には，どのように SAを計算

することができるのだろうか．答えを言うと，面積を最小にすることを要求す

るのではなく，微小変分しても面積が変わらないというより弱い条件

δ[γAの面積] = 0, (8.1)

を課して定義される曲面を γA と定義すればよい．このような曲面は，極値曲

面 (extremal surface)と呼ばれる．このように偏微分方程式の解として定義

されるので，場合によっては複数の極値曲面が見つかる場合がある．その場合

は，面積が最小になる曲面を選ぶことにする．このルールで γA を求め，(7.1)
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有限温度系・熱化現象へのホログラ
フィックなエンタングルメント・エ
ントロピーの応用

本章では，ホログラフィックなエンタングルメント・エントロピーの応用と

して，有限温度の系や物質を大きく励起したときに起こる熱化現象の解析を紹

介する．これらの系では基本的にブラックホールの存在が重要な役割を果たし，
エンタングルメント・エントロピーの計算がブラックホール時空でどのように

行われるのか説明したい．また，励起状態に対するエンタングルメント・エン

トロピーがどのように振る舞うのか解説したい．

9.1 有限温度系とブラックホール

まず，有限温度系におけるエンタングルメント・エントロピーについて

AdS/CFT 対応を用いた解析について説明する．簡単のため，すべて解析的

に計算が実行できるAdS3/CFT2の場合を解説する．より高次元の場合に拡張

することは本質的に同様であり，物理的な解釈も類似しているので省略する．

有限温度で空間方向が無限に伸びている 1 + 1次元共形場理論は，6.6節で

説明したように AdSブラックホール解に対応する．特に 3次元の AdSブラッ
クホールは，BTZブラックホールと呼ばれる [80]．その計量は，(6.35)におい

て d = 1と置けば得られる．

次のように 2回ウィック回転をする座標変換：

z =
zH

cosh ρ
, t = izHθ, x1 = izHτ (9.1)

によって，(6.35)の計量は，大域的なAdS3の計量 (7.9)に帰着する．このよう

にブラックホール解が，AdS時空の計量に座標変換で一致する理由は，3次元

の負の宇宙定数を持つ（計量の他に物質場を含まない）重力理論のアインシュ
タイン方程式の解はかならず局所的に AdS3 の計量で与えられるという有名な

事実があるからである．
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強結合量子系への応用

この章では，ホログラフィックなエンタングルメント・エントロピーを実際

の物理系にどのように応用するのか具体例をいくつか説明したい．特に，ゲー

ジ理論の閉じ込め・非閉じ込め相転移や金属のようにフェルミ面を持つ物質の
AdS/CFT対応を用いた解析について述べたい．AdS/CFT対応の古典重力近

似を用いるので，どちらの場合も量子系の強結合極限に相当する．

10.1 閉じ込め・非閉じ込め相転移

以前に 3.4節でも触れたように，エンタングルメント・エントロピーは量子
多体系の相構造における秩序変数（オーダーパラメーター）として機能する．

AdS/CFT対応の記述するゲージ理論において，最も基本的な相転移の一つと

しては，閉じ込め・非閉じ込めの相転移が挙げられる．例えば，QCDのよう

なヤン・ミルズ・ゲージ理論（非可換ゲージ理論）では，ゲージ理論の相互作

用（強い相互作用）のために，グルーオンやクォークといったカラー電荷をもっ

た粒子が強く引き付けられ，全体として電荷がゼロの束縛状態（メソンやバリ
オン）を作る．このようにカラー電荷を帯びた粒子を単体で取り出せない状況

を閉じ込めと呼ぶ．しかしながら，温度を高くして，十分高いエネルギーを与

えると，束縛状態をバラバラにして，単体の粒子が自由に動き回れるようにな

る．このとき閉じ込めから解放された状態（非閉じ込め）と言う．この相転移

が，閉じ込め・非閉じ込めの相転移である．

通常は，温度を変えながら何らかの物理量，例えばクォーク間の引力の強さ
を表すウィルソン・ループの期待値を計算することで相転移を判定する．しか

しながら，エンタングルメント・エントロピーに着目した場合は，部分系の大

きさ lを有効的な温度と解釈できるので，絶対零度の状態（波動関数）だけの

情報から，lを変えることで相転移現象を解析することができる．以下では，こ

のような計算を AdS/CFT対応を用いて行う手法を解説したい [24], [95]．
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おわりに：量子エンタングルメントか
ら量子重力理論の再構築へ

この本書最後の章ではこれまでの内容を総括し，今後の展望について述べた

い．量子エンタングルメントのホログラフィー原理に基づく解析を思い出すと，

重力理論の時空はミクロなエンタングルメントの集合体とみなせることが示唆
される．このアイデアを実現する一つの可能性が，テンソルネットワークと呼

ばれる量子多体系の波動関数の記述であり，その中で特に「エンタングルメン

ト繰りこみと呼ばれる枠組みとAdS/CFT対応が実は等価である」という予想

がなされている．そこでこれらの現在発展しつつある重力理論に対する新しい

考え方を簡単に紹介して筆をおくことにしたい．

11.1 量子エンタングルメントと重力理論における時空の構造

これまでに本書では，量子多体系における量子エンタングルメントの解説を

主目的として，その定量的な測度であるエンタングルメント・エントロピーの

性質と計算法を解説してきた．エンタングルメント・エントロピーは，どのよう

な量子多体系においても定義できる普遍的な物理量であり，系の自由度や相関
を表す重要な量である．場の理論においてしばしば計算の対象となる相関関数

は，時空の点を複数指定してそれらの間の局所的な相関を測る量であり，系が

純粋状態なのか混合状態なのかという大域的な量子相関に関する識別を行うこ

とはできない．一方，エンタングルメント・エントロピーには非局所的な情報

も含まれ，量子状態のトポロジーという大域的な情報も解析することができる．

エンタングルメント・エントロピーの計算法には大きく分けて 2種類あり，一
つが場の理論の手法を用いる方法であり，もう一つがAdS/CFT対応にもとづ

くホログラフィックな計算法である．特に後者においては，本来は量子論的に定

義されたエンタングルメント・エントロピーを，曲がった時空における極小面積

という微分幾何学的な量として計算することができる．このように AdS/CFT

対応は量子多体系の量子論的量を，重力理論の古典的量に結びつけるという画
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