
幾何学から物理学へ 物理を圏論・微分幾何の言葉で語ろう 第 19A回

配位空間の対称性と運動量写像

谷 村 省 吾

このノートは，数理科学に連載された記事『幾何学から物理学へ』の『第 19

回：リー群・リー代数と力学系の対称性』（2018年 11月号掲載）に対する補足

解説である．とくに 19.6節，(19.39)–(19.45)で式の羅列だけで済ませた部分

を詳しく説明する．

1. 余接ベクトル束上のシンプレクティック構造

18.3節 (18.8)の復習から始める．n次元多様体Qの点 qは質点系の配置など

を表しているとし，Qを配位空間 (configuration space) と呼ぶ．点 q ∈ Qの座

標を (q1, · · · , qn)とする．接ベクトル束 TQと余接ベクトル束 T ∗Qの定義は

12.4節を参照．余接ベクトル束M = T ∗Qの元 x ∈ T ∗
q Qを x =

∑n
i=1 pi dq

i

と書くと，(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn)は xの座標になる．さらに T (T ∗Q)の元は

X =
n∑

i=1

(
vi

∂

∂qi
+ ui

∂

∂pi

)
∈ Tx(T

∗Q) (A.1)

と書ける．可換図式

TM = T (T ∗Q)

πq=π∗

��

πp // M = T ∗Q

π

��
TQ // Q

(A.2)

を見ながら考えてほしいが，射影 π : T ∗Q → Qは x ∈ T ∗
q Qを π(x) = q ∈ Q

に移す．その微分 π∗ = πq : T (T ∗Q) → TQはX ∈ Tx(T
∗Q)を

πq(X) =
n∑

i=1

vi
∂

∂qi
∈ TqQ (A.3)

に移す．一方で接ベクトル束の射影 πp : T (T ∗Q) → T ∗QはX ∈ Tx(T
∗Q)を

πp(X) = x =
n∑

i=1

pi dq
i ∈ T ∗

q Q (A.4)
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に移す．これらのペアリング

θ(X) := ⟨πp(X), πq(X)⟩ =
⟨ n∑

i=1

pi dq
i,

n∑
j=1

vj
∂

∂qj

⟩
=

n∑
i=1

piv
i (A.5)

により写像 θ : T (T ∗Q) → Rが定まる．これはX ∈ TM の成分 viの線形関数

になっているので，θはM = T ∗Q上の 1形式である．これは本文の (19.44)式

θ : T (T ∗Q)
πp⊕πq−−−−−→T ∗Q⊕ TQ

⟨ · , · ⟩−−−−−→R (A.6)

を詳しく書いたものになっている．見方を替えると，

θ =

n∑
i=1

pi dq
i (A.7)

は，各 piが (q1, · · · , qn)の関数であれば，Q上の 1形式なのだが，(p1, · · · , pn)
を独立変数とみなすことによって θはM = T ∗Q上の 1形式に格上げされてい

る．この θを T ∗Q上の正準 1形式という．このとき

ω := dθ =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi (A.8)

が閉かつ非退化な 2形式であることは明らかであり，ω は T ∗Q上のシンプレ

クティック形式になっている．(q1, · · · , qn)の座標領域は Qの全域を覆ってい

ないかもしれないが，写像 πq, πp は座標によらない概念であり，1形式として

の θおよび 2形式としての ωは T ∗Qの全域で定義されている．

2. 記法

以下では，さまざまな集合の元が登場するので，整理しておく：実数変数

s, t, u ∈ R．リー群の元 a, g ∈ G．リー代数の元h,k ∈ g．配位空間の点 q ∈ Q．

配位空間の接ベクトル v,hQ ∈ TqQ．配位空間の余接ベクトル x ∈ T ∗
q Q．余

接ベクトル束 T ∗Q = M．M の接ベクトルX,hM ∈ TxM．

3. 配位空間上の群作用

リー群 Gが多様体 Qに作用しているとは，(i) 微分可能写像

µ : G×Q → Q, (g, q) 7→ µ(g, q) = gq (A.9)

があり，(ii) 任意の g1, g2 ∈ Gと任意の点 q ∈ Qに対して g2(g1q) = (g2g1)q，

(iii) 単位元 e ∈ Gと任意の点 q ∈ Qに対して eq = q が成り立っていることで

ある．ただし，群作用を表す写像 µをいちいち書かずに，µ(g, q) = gqと書い

て済ませることが多い．また，群の元 a ∈ Gによる作用 q 7→ aq のことを写像

a = µ(a, •) : Q → Qとも書く．

一般に，群Gが作用している多様体Q1, Q2 と写像 φ : Q1 → Q2 があって，
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任意の a ∈ Gと任意の q1 ∈ Q1 に対して

φ(aq1) = aφ(q1) (A.10)

が成り立っていれば，すなわち，

Q1
φ //

a

��

Q2

a

��

q1
φ //

a

��

φ(q1)

a

��
Q1

φ // Q2 aq1
φ // φ(aq1) = aφ(q1)

(A.11)

が可換図式になっていれば，φ : Q1 → Q2 はG-同変 (equivariant) であると

いう．G-同変写像は，じつは圏論で言うところの自然変換でもある．

リー群 Gが多様体 Qに作用しているとき，ADa : G → G, g 7→ ADa(g) =

aga−1 と a : Q → Q, q 7→ aqに関して可換図式

G×Q
µ //

(ADa, a)

��

Q

a

��

(g, q)
µ //

(ADa, a)

��

gq

a

��
G×Q

µ // Q (aga−1, aq)
µ // (aga−1)·(aq) = a(gq)

(A.12)

が成立する．従って，群作用を表す写像 µ : G×Q → Qは同変的である．

4. 群作用から派生する写像

G上の曲線，すなわち微分可能写像 R → G, s 7→ g(s)が，g(0) = eを満た

すとする．このとき任意の点 q ∈ Qに対して q(s) = g(s)q は q(0) = q を通る

Q上の曲線を定める．曲線 g(s), q(s)の s = 0における接ベクトルをそれぞれ

k :=
dg

ds

∣∣∣∣
s=0

∈ TeG ∼= g, (A.13)

kq = kQ(q) :=
d

ds
g(s)q

∣∣∣∣
s=0

∈ TqQ (A.14)

とおくことにより写像

g×Q → TQ, (k, q) 7→ kq (A.15)

が定まるが，これは k ∈ gに関して線形である．また，kQ : Q → TQは Q

上のベクトル場になる．kQ をリー代数の元 k ∈ gがQ上に起こす無限小変換

(infinitesimal transformation) ともいう．

また，Q上の任意の曲線，すなわち微分可能写像R → Q, t 7→ q(t)に対して

v :=
dq

dt

∣∣∣∣
t=0

∈ TqQ, (A.16)

a∗v :=
d

dt
aq(t)

∣∣∣∣
t=0

∈ TaqQ (A.17)

とおくことにより接ベクトルの移動
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G× TQ → TQ, (a,v) 7→ a∗v (A.18)

が定まる．いちいち区別しなくてもわかる場面では a∗vのことを avと書くこ

ともある．

Ada : g → g, k 7→ Ada(k) = aka−1 に関して，同変性を表す可換図式

g×Q //

(Ada, a)

��

TQ

a∗

��

(k, q) //

(Ada, a)

��

kq

a∗

��
g×Q // TQ (aka−1, aq) // (aka−1)·(aq) = a∗(kq)

(A.19)

および

G× TQ //

(ADa, a∗)

��

TQ

a∗

��

(g,v) //

(ADa, a∗)

��

g∗v

a∗

��
G× TQ // TQ (aga−1, a∗v) // (aga−1)·(a∗v) = a∗(g∗v)

(A.20)

が成立する．

a ∈ Gの TQ上の作用 (A.18)，すなわち

a∗ : TqQ → TaqQ, v 7→ a∗v (A.21)

の双対は

a∗ : T ∗
aqQ → T ∗

q Q, x 7→ a∗x := x ◦ a∗ (A.22)

である．x ∈ T ∗
aqQと v ∈ TqQのペアリングは

⟨a∗x,v⟩ = ⟨x, a∗v⟩ (A.23)

を満たす．射影 TqQ → {q}，T ∗
q Q → {q}に関して

TQ //

a∗

��

Q

a

��

T ∗Qoo

TQ // Q T ∗Qoo

a∗

OO (A.24)

が可換図式になっている．ただ，このままだと a, b ∈ Gに対して (ab)∗x = b∗a∗x

となって，Gの作用が反変的になるので，τa(x) := (a∗)−1x とおいて

G× T ∗Q
τ−→ T ∗Q,

(a, x) 7→ τax = (a∗)−1x = (a−1)∗x = x ◦ (a−1)∗ (A.25)

を定める．こうすると τa : T ∗
q Q → T ∗

aqQであり，τab(x) = (τaτb)(x)が成り

立つ．雑に τax = xa−1 と書くこともある．これについても同変性の可換図式

G× T ∗Q
τ //

(ADa, τa)

��

T ∗Q

τa

��

(g, x) //

(ADa, τa)

��

τgx = xg−1

τa

��
G× T ∗Q

τ // T ∗Q (aga−1, xa−1) // (xa−1)(aga−1)−1 = xg−1a−1

(A.26)
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が成立する．

(A.25)の群作用G×T ∗Q → T ∗Qから 2通りの微分G×T (T ∗Q) → T (T ∗Q)

と g × T ∗Q → T (T ∗Q) を誘導することができる．写像 τa : T ∗Q → T ∗Q,

x 7→ τa(x) の微分は各 xごとに写像 (τa)∗ : Tx(T
∗Q) → Tτax(T

∗Q) を定め

る．これらを点 x ∈ T ∗Qについてまとめて

(τa)∗ : T (T ∗Q) → T (T ∗Q) (A.27)

と書く．群作用のつねとして，同変性の可換図式

G× T (T ∗Q)
τ∗ //

(ADa, τa∗)

��

T (T ∗Q)

τa∗

��
G× T (T ∗Q)

τ∗ // T (T ∗Q)

(A.28)

が成立する．

一点 x ∈ T ∗Qと a(0) = eを通る G上の曲線 a(s)が与えられると，(A.25)

の群作用 τ : G× T ∗Q → T ∗Qにより，T ∗Qの曲線 x(s) = τa(s)xとその接ベ

クトルが誘導される：

h :=
da

ds

∣∣∣∣
s=0

∈ TeG ∼= g, (A.29)

hx = hM (x) :=
d

ds
τa(s)x

∣∣∣∣
s=0

∈ TxM = Tx(T
∗Q). (A.30)

こうして写像

g× T ∗Q → T (T ∗Q), (h, x) 7→ hx (A.31)

を定める．これは h ∈ gに関して線形である．また，hM : M → TM はM 上

のベクトル場になる．ここでも同変性の可換図式

g× T ∗Q //

(Ada, τa)

��

T (T ∗Q)

(τa)∗

��
g× T ∗Q // T (T ∗Q)

(A.32)

が成立する．

5. 余接ベクトル束上の運動量写像

正準 1形式 θ : T (T ∗Q) → R, (A.6) に群作用を施すとどうなるか見てみよ

う．写像 τa : T ∗Q → T ∗Q の微分は (τa)∗ : Tx(T
∗Q) → Tτax(T

∗Q) を定め

る．X ∈ Tx(T
∗Q)に対して πp(X) = x ∈ T ∗

q Qかつ πq(X) = v ∈ TqQとす

ると，τa∗X ∈ Tτax(T
∗Q)の射影は πp(τa∗X) = τax = (a−1)∗x ∈ T ∗

aqQ お

よび πq(τa∗X) = a∗v ∈ TaqQとなる．これらのペアリングの値は
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θax (τa∗X) = ⟨πp(τa∗X), πq(τa∗X)⟩

= ⟨(a−1)∗x, a∗v⟩

= ⟨x, (a−1)∗ a∗ v⟩

= ⟨x,v⟩

= θx (X) (A.33)

となる．同じことを図式で書くと，可換図式

T (T ∗Q)
πp⊕πq //

(τa)∗

��

T ∗Q⊕ TQ
⟨ · , · ⟩ //

(a−1)∗⊕a∗

��

R

id

��
T (T ∗Q)

πp⊕πq // T ∗Q⊕ TQ
⟨ · , · ⟩ // R

(A.34)

となる．以上で，θの不変性

T (T ∗Q)
θ //

(τa)∗

��

R

id

��
T (T ∗Q)

θ // R

(A.35)

が示された．よって，配位空間の余接ベクトル束上の正準 1形式 θは，任意の

a ∈ Gに対して τ∗aθ = θ ◦ (τa)∗ = θを満たす．τ∗aω = τ∗adθ = dτ∗aθ = dθ = ω

なので，τa : M → M はシンプレクティック変換になっている．

写像 (A.31)と (A.6)の合成写像

J : g× T ∗Q → T (T ∗Q) → R
(h, x) 7→ hM (x) 7→ Jh(x) := θ(hM (x)) = ⟨x,hQ(q)⟩

(A.36)

で運動量写像 J を定める．可換図式 (A.32)と (A.35)の合成により

g× T ∗Q //

(Ada, τa)

��

T (T ∗Q)

(τa)∗

��

θ //

(τa)∗

��

R

id

��
g× T ∗Q // T (T ∗Q)

θ // R

(A.37)

を得る．これは

Jaha−1(τax) = Jh(x) (A.38)

を意味する．aha−1を改めて hとし，Jh(τax) = (τ∗aJh)(x)と書くと，上式は

(τ∗aJh)(x) = Ja−1ha(x) (A.39)

となる．これは，示したかった運動量写像の同変性 (19.38) に他ならない．

τa = (a∗)−1 であることに注意すると (A.37)は
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T ∗Q
J // g∗

T ∗Q
J //

a∗

OO

g∗

Ad∗
a

OO (A.40)

とも書ける．

以上より，配位空間上の群作用は，相空間のシンプレクティック変換になり，

必ず運動量写像を伴うことがわかった．一般には，相空間上の群作用は，必ず

しもシンプレクティック変換ではないし，シンプレクティック変換だったとして

も運動量写像が存在するとは限らない（条件 (19.31)と (19.38)を満たさなけ

ればならない）．

なお，運動量写像は，つねに保存量とは限らない．その時間変化はハミルト

ン方程式

d

dt
Jh(γ(t)) = {Jh,H}P = −XJh

H = −hMH = −LhM
H (A.41)

を満たすので，ベクトル場 hM が生成するフローの下でハミルトニアンが不変

であることが，Jh が保存量であるための必要十分条件である．

6. ネーターチャージ

T ∗Qの点は x =
∑n

i=1 pi dq
iと座標表示されていた．リー代数の元 h ∈ gが

Q上に起こすベクトル場 hQ を

hQ(q) =

n∑
i=1

hi
Q(q)

∂

∂qi
(A.42)

と座標表示すると，(A.36)に定めた運動量写像は

Jh(x) := ⟨x,hQ(q)⟩ =
n∑

i=1

pi h
i
Q(q) (A.43)

で表される，(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn)の関数である．
ラグランジュ力学系からハミルトン力学系に移るときは，ルジャンドル変換

pi =
∂L(q, q̇)

∂q̇i
(A.44)

で運動量変数 p と速度変数 q̇ とを関係づける．パラメータ s を持つ変換

q(s) = exp(sh)qの無限小変換のベクトル場の成分を

hi
Q = δqi =

∂qi

∂s

∣∣∣∣
s=0

(A.45)

と書けば，運動量写像 (A.43)は

Jh =

n∑
i=1

∂L

∂q̇i
δqi (A.46)

となり，ネーターの保存量（ネーターチャージ）になる．
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7. 運動量写像の例：平行移動と運動量

Q = R2 の座標を q = (q1, q2)とする．Qには加法群 G = R2 が平行移動と

して作用する：

G×Q → Q, (a, q) =
((a1

a2

)
,

(
q1

q2

))
7→ aq =

(
q1 + a1

q2 + a2

)
. (A.47)

この変換の下で d(q1 + a1) = dq1, d(q2 + a2) = dq2 は不変なので，θ =

p1dq
1 + p2dq

2 も不変．この変換の下で座標値 p1, p2 は不変なので，a ∈ Gの

作用を T ∗Qに拡張すると

G× T ∗Q → T ∗Q, (a, x) =
((a1

a2

)
,


q1

q2

p1

p2


)
7→ τax =


q1 + a1

q2 + a2

p1

p2


(A.48)

となる．とくに sを助変数とする，ベクトル h = (h1, h2)方向の平行移動の族

a(s) = s

(
h1

h2

)
, a(s) ·

(
q1

q2

)
=

(
q1 + sh1

q2 + sh2

)
(A.49)

は Q上にベクトル場

hQ =
∂ a(s)q1

∂s

∂

∂q1
+

∂ a(s)q2

∂s

∂

∂q2

∣∣∣∣
s=0

= h1 ∂

∂q1
+ h2 ∂

∂q2
(A.50)

を起こす．これに伴う運動量写像 (A.43)は

Jh =
⟨
p1dq

1 + p2dq
2,hQ

⟩
= p1h

1 + p2h
2 (A.51)

となる．とくに (h1, h2) = (1, 0)を選べば Jh = p1 であり，(h1, h2) = (0, 1)

を選べば Jh = p2 である．つまり，配位空間の平行移動変換 (A.47)に伴う運

動量写像 (A.51)は，通常の「運動量」である．

8. 運動量写像の例：回転と角運動量

Q = R2 には直交変換群 G = SO(2)が回転として作用する：

G×Q → Q, (g, q) =
((cosu − sinu

sinu cosu

)
,

(
q1

q2

))
7→ gq. (A.52)

引き戻しにより T ∗Qの成分は

g∗(p1, p2) = (p1, p2) ◦ g = (p1, p2)

(
cosu − sinu

sinu cosu

)
(A.53)

に変換する．従って，(A.25)に定めた T ∗Qの共変的変換は
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τg(p1, p2) = (p1, p2) ◦ g−1 = (p1, p2)

(
cosu − sinu

sinu cosu

)−1

(A.54)

となるが，直交行列の逆行列は転置行列と一致するので，結局 τg の T ∗Q上の

作用は

τgx =


cosu − sinu 0 0

sinu cosu 0 0

0 0 cosu − sinu

0 0 sinu cosu



q1

q2

p1

p2

 (A.55)

と書ける．この変換の下で θ = p1dx+ p2dyは不変．直交群の作用 (A.52)は

g(u)q1 = q1 cosu− q2 sinu, (A.56)

g(u)q2 = q1 sinu+ q2 cosu (A.57)

と書けて，助変数 uに関する微分は

∂ g(u)q1

∂u
= −q1 sinu− q2 cosu, (A.58)

∂ g(u)q2

∂u
= q1 cosu− q2 sinu (A.59)

となるので，g(u)は Q上にベクトル場

kQ =
∂ g(u)q1

∂u

∂

∂q1
+

∂ g(u)q2

∂u

∂

∂q2

∣∣∣∣
s=0

= −q2
∂

∂q1
+ q1

∂

∂q2
(A.60)

を起こす．これに伴う運動量写像 (A.43)は

Jk =
⟨
p1dq

1 + p2dq
2,kQ

⟩
= −p1q

2 + p2q
1 = q1p2 − q2p1 (A.61)

となる．Jk = xpy − ypxという書き方のほうがなじみがあるだろうが，運動量

写像 (A.61)は，通常の「角運動量」である．

9. 配位空間の座標変換と余接ベクトル束の座標変換：極座標への変換

ついでながら，配位空間の座標変換と余接ベクトル束の座標変換がどう連動

するか見ておこう．こういう計算をやってみると微分形式の扱いやすさを味わ

えると思われる．

Q = R2 の直交座標を q = (x, y)とする．極座標 (r, ϕ)を

x = r cosϕ, y = r sinϕ (A.62)

で導入する．その微分は

dx = dr cosϕ− r dϕ sinϕ, dy = dr sinϕ+ r dϕ cosϕ (A.63)

となる．あるいは行列を使ってまとめ書きすると
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(
dx

dy

)
=

(
cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

)(
dr

dϕ

)
(A.64)

となる．このとき余接ベクトルの元 θ =
∑

i pidq
i は不変でなくてはならない

ので（(A.4)では T ∗Qの元を x =
∑

i pidq
i と書いたが，ここでは (x, y)をQ

の座標として使っているので，混同を避けるため T ∗Qの元を θと書く），

θ = pxdx+ pydy = prdr + pϕdϕ = (px, py)

(
dx

dy

)
= (pr, pϕ)

(
dr

dϕ

)
(A.65)

が成り立つように (px, py)の変換則が定まる：

(px, py)

(
cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

)
= (pr, pϕ). (A.66)

つまり，運動量座標の変換則は

pr = px cosϕ+ py sinϕ =
pxx+ pyy√
x2 + y2

, (A.67)

pϕ = −pxr sinϕ+ pyr cosϕ = −pxy + pyx (A.68)

となる．この pϕ は角運動量 (A.61)と一致している．運動量変数の変換則は，

(A.65)のような微分形式の不変性だけで決まることに注意してほしい．ラグラ

ンジアンは関係式 (A.44)を通して速度変数 q̇i と運動量変数 pi を関係づける

が，ハミルトン形式の力学では，運動量は独立変数であり，とくにラグランジ

アンを介さなくてもその変換性は定まる．

10. 重心・相対座標への変換

もう一つ，余接ベクトル θの不変性から変数変換則が定まる例として，n次

元アフィン空間中の 2つの質点の座標変換を見ておこう．a = (a1, · · · , an)と
b = (b1, · · · , bn) ∈ Rn の内積を a · b = a1b1 + · · ·+ anbn と書く．2つの質点

の位置を q1, q2 ∈ Rn とすると，質点系の配位空間は Q = R2n である．各質

点の運動量を p1,p2 ∈ Rn とする．

R :=
m1q1 +m2q2

m1 +m2
, (A.69)

r := q2 − q1 (A.70)

により重心位置Rと相対位置 rを定める．このとき，これらの変数に共役な運

動量変数 pR, pr を求めよう．(A.65)と同様に，不変であるべき余接ベクトル

θ = p1 · dq1 + p2 · dq2 = pR · dR+ pr · dr

= (p1,p2)·

(
dq1

dq2

)
= (pR,pr)·

(
dR

dr

)
(A.71)

を書く．質量の和をM := m1 +m2 とおいて，(A.69), (A.70)の微分
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(
dR

dr

)
=

(
m1

M
m2

M

−1 1

)(
dq1

dq2

)
(A.72)

を (A.71)に入れれば，

(p1,p2) = (pR,pr)

(
m1

M
m2

M

−1 1

)
(A.73)

を得る．つまり，

p1 =
m1

M
pR − pr, (A.74)

p2 =
m2

M
pR + pr (A.75)

であり，すなわち，

p1 + p2 = pR, (A.76)

−m2p1 +m1p2 = Mpr (A.77)

でもある．これらが (A.69), (A.70)に伴う運動量変数の変換則である．これら

の変数を用いると，質点系の運動エネルギーは

K =
1

2m1
p2
1 +

1

2m2
p2
2 =

1

2M
p2
R +

M

2m1m2
p2
r (A.78)

のように書き換えられる．ベクトル h ∈ Rn 方向の平行移動は q1 7→ q1 + sh,

q2 7→ q2 + sh あるいはR 7→ R+ sh, r 7→ r のように作用する．この変換に

対する運動量写像は (A.43), (A.71)より

Jh =
⟨
θ,hQ

⟩
= (p1 + p2) · h = pR · h (A.79)

となる．また，細かい説明は省くが，q ∈ Rnの無限小回転は，n次反対称行列

A ∈ so(n) (A⊤ = −A)によって

kQ = Aq (A.80)

で与えられる．この変換に対する運動量写像は

Jk =
⟨
θ,kQ

⟩
= p1 ·Aq1 + p2 ·Aq2 = pR ·AqR + pr ·Aqr (A.81)

となる．とくに n = 3の場合，3次反対称行列 Aを

A =


0 −ε3 ε2

ε3 0 −ε1

−ε2 ε1 0

 , ε =


ε1

ε2

ε3

 (A.82)

のように表記することができて，行列 Aの作用は 3次元ベクトル積を用いて

Aq = ε×qと書ける．これを用いると (A.81)は

Jk = p1 · (ε× q1) + p2 · (ε× q2) = ε · (q1 × p1 + q2 × p2)

= pR · (ε× qR) + pr · (ε× qr) = ε · (qR × pR + qr × pr) (A.83)

となる．これは 3次元空間中の角運動量の ε方向成分に他ならない．
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