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『微分形式と電磁気学』の補足解説
電磁場のエネルギー・運動量を表す微分形式の計算

谷 村 省 吾

このノートは数理科学 2023年 8月号 pp.24–31掲載記事（以下では，本誌・
本記事と呼ぶ）『微分形式と電磁気学：アブラハム–ミンコフスキー論争』につ
いての補足解説 (supplementary commentary) である．誌面には書ききれな
かった計算や論証をここで詳述する．(1), (2)などは本誌記事中の数式番号を
指している．

1. 計算の詳細

1.1 (43)の計算
本誌の巻頭言にも書いた式だが，微分形式の原型とも言える式 (43)

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz (S.1)

の導出らしきものを書いておこう．実数変数 (x, y, z) の実数値関数 f(x, y, z)

において，各変数を微小量 (∆x,∆y,∆z)だけ変動させたときの関数値の変分は

∆f = f(x+∆x, y +∆y, z +∆z)− f(x, y, z)

= f(x+∆x, y +∆y, z +∆z)− f(x, y +∆y, z +∆z)

+ f(x, y +∆y, z +∆z)− f(x, y, z +∆z)

+ f(x, y, z +∆z)− f(x, y, z)

=
f(x+∆x, y +∆y, z +∆z)− f(x, y +∆y, z +∆z)

∆x
∆x

+
f(x, y +∆y, z +∆z)− f(x, y, z +∆z)

∆y
∆y

+
f(x, y, z +∆z)− f(x, y, z)

∆z
∆z (S.2)

であり，この式の∆x,∆y,∆z → 0の極限のつもりで書いたものが (S.1)であ
る．数学的には「無限に小さい dxとは何か？」という点が問題になり，これを
数学的に明確な形に定めたものが微分形式である．

数理科学 NO. 722, AUGUST 2023 1



1.2 (6), (7), (8)を使って微分形式の表示を変える
電場の微分形式の成分表示 E = Exdx+ Eydy + Ezdz を直交座標表示から
極座標表示に移す式を書いておく．本記事の数式 (6), (7), (8)を (2)に入れて
式変形すると

E =Exdx+ Eydy + Ezdz

=Ex(sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ)

+ Ey(sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ + r sin θ cosϕdϕ)

+ Ez(cos θ dr − r sin θ dθ)

= (Ex sin θ cosϕ+ Ey sin θ sinϕ+ Ez cos θ)dr

+ (Exr cos θ cosϕ+ Eyr cos θ sinϕ− Ezr sin θ)dθ

+ (−Exr sin θ sinϕ+ Eyr sin θ cosϕ)dϕ (S.3)

となり，極座標での E = Erdr + Eθdθ + Eϕdϕ の係数 Er, Eθ, Eϕ が読み取
れる．

1.3 (22)の前に現れた 3コベクトルの値の計算
3つのコベクトルα1, α2, α3 の外積α1∧α2∧α3 は，3つのベクトル v1,v2,v3

を与えると実数値

(α1 ∧ α2 ∧ α3)(v1,v2,v3) = + ⟨α1,v1⟩⟨α2,v2⟩⟨α3,v3⟩

− ⟨α1,v2⟩⟨α2,v1⟩⟨α3,v3⟩

+ ⟨α1,v2⟩⟨α2,v3⟩⟨α3,v1⟩

− ⟨α1,v3⟩⟨α2,v2⟩⟨α3,v1⟩

+ ⟨α1,v3⟩⟨α2,v1⟩⟨α3,v2⟩

− ⟨α1,v1⟩⟨α2,v3⟩⟨α3,v2⟩ (S.4)

を返す関数である．このように変数 v1,v2,v3 を入れ替えるごとに符号を反転
させて足すことを交代和 (alternating sum)という．α1 ∧ α2 ∧ α3 は 3コベク
トルであり，3形式である．

(dx ∧ dy ∧ dz)(v1,v2,v3) (S.5)

は 3つのベクトルを 3辺とする平行六面体の体積に等しいことは読者に証明し
てもらいたい．「これが平行六面体の体積の定義です」と言い張るのではなく，
証明・説明してほしい．

1.4 (32)の計算
機械的にやればよいだけの計算だが，クーロン電場に対する電束密度を直交

座標表示から極座標表示に変換する式 (32)に現れる

x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy = r3 sin θ dθ ∧ dϕ (S.6)
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の計算を示しておこう．この式の左辺に本記事の (3)-(8)を適用して愚直に展
開するだけである：

x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

= r sin θ cosϕ(sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ + r sin θ cosϕdϕ)

∧ (cos θ dr − r sin θ dθ)

+ r sin θ sinϕ(cos θ dr − r sin θ dθ)

∧ (sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ)

+ r cos θ(sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ)

∧ (sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ + r sin θ cosϕdϕ)

= r sin θ cosϕ
{
dr ∧ dθ(− sin θ sinϕ r sin θ − r cos θ sinϕ cos θ)

+ dr ∧ dϕ(−r sin θ cosϕ cos θ)

+ dθ ∧ dϕ(+r sin θ cosϕ r sin θ)
}

+ r sin θ sinϕ
{
dr ∧ dθ(cos θ r cos θ cosϕ+ r sin θ sin θ cosϕ)

+ dr ∧ dϕ(− cos θ r sin θ sinϕ)

+ dθ ∧ dϕ(+r sin θ r sin θ sinϕ)
}

+ r cos θ
{
dr ∧ dθ(sin θ cosϕ r cos θ sinϕ− r cos θ cosϕ sin θ sinϕ)

+ dr ∧ dϕ(sin θ cosϕ r sin θ cosϕ+ r sin θ sinϕ sin θ sinϕ)

+ dθ ∧ dϕ(r cos θ cosϕ r sin θ cosϕ+ r sin θ sinϕ r cos θ sinϕ)
}

= r sin θ cosϕ
{
dr ∧ dθ(−r sinϕ)

+ dr ∧ dϕ(−r sin θ cosϕ cos θ)

+ dθ ∧ dϕ(+r sin θ cosϕ r sin θ)
}

+ r sin θ sinϕ
{
dr ∧ dθ(r cosϕ)

+ dr ∧ dϕ(− cos θ r sin θ sinϕ)

+ dθ ∧ dϕ(+r sin θ r sin θ sinϕ)
}

+ r cos θ
{
0

+ dr ∧ dϕ r sin2 θ

+ dθ ∧ dϕ(r2 cos θ sin θ)
}

= dr ∧ dϕ
(
− r2 sin2 θ cos θ cos2 ϕ− r2 sin2 θ cos θ sin2 ϕ+ r2 sin2 θ cos θ

)
+ dθ ∧ dϕ

(
r3 sin3 θ cos2 ϕ+ r3 sin3 θ sin2 ϕ+ r3 sin θ cos2 θ

)
= dr ∧ dϕ

(
− r2 sin2 θ cos θ (cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + r2 sin2 θ cos θ

)
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+ dθ ∧ dϕ
(
r3 sin θ{sin2 θ (cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + cos2 θ}

)
= dθ ∧ dϕ r3 sin θ

= r3 sin θ dθ ∧ dϕ. (S.7)

1.5 (24)の計算
式番号が前後するが，(24)式は (32)式から容易に導ける．3次元空間の体積
を与える 3形式の極座標表示

dx ∧ dy ∧ dz = r2 sin θ dr ∧ dθ ∧ dϕ (S.8)

も愚直な計算で確かめることができるが，(S.6)の両辺を外微分すると

3 dx ∧ dy ∧ dz = 3r2 dr ∧ sin θ dθ ∧ dϕ (S.9)

となることからも導ける．

1.6 (62)の計算
本記事 (19)式の磁束密度を表す 2形式

B = Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy (S.10)

の 1番目のスロットにベクトル（単位ベクトルである必要はない）

e = ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
(S.11)

を入れると，

B(e, ·)

=Bx(ey dz − ez dy) +By(ez dx− ex dz) +Bz(ex dy − ey dx)

= (−Bydz +Bzdy)ex + (−Bzdx+Bxdz)ey + (−Bxdy +Bydx)ez

(S.12)

となる．これと電流密度を表す捩 2形式

j = (jxdy ∧ dz + jydz ∧ dx+ jzdx ∧ dy)⊗ o (S.13)

との外積は

B(e, ·) ∧ j

=
{
(−Byjz +Bzjy)ex + (−Bzjx +Bxjz)ey + (−Bxjy +Byjx)ez

}
dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o

=
{
ex(jyBz − jzBy) + ey(jzBx − jxBz) + ez(jxBy − jyBx)

}
dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.14)

となり，本記事の (62)と一致する．
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1.7 (71)の計算
本記事 (49)-(52)に示した微分形のマクスウェル方程式

dB = 0, (S.15)

dE +
∂B

∂t
= 0, (S.16)

dD = ρ, (S.17)

dH − ∂D

∂t
= j (S.18)

をローレンツ力を表す微分形式 (61)に入れ，外微分のライプニッツ則 (46)

d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)pω ∧ (dη) (S.19)

とカルタンの公式 (70)

dieω + iedω = Leω (S.20)

を用いて (61)式の右辺を式変形すると

⟨E, e⟩ρ+B(e, ·) ∧ j

= ieE ∧ dD + ieB ∧
(
dH − ∂D

∂t

)
= d(ieE ∧D)− (dieE) ∧D

− d(ieB ∧H) + (dieB) ∧H − ieB ∧ ∂D

∂t

= d(ieE ∧D) + (iedE) ∧D − (LeE) ∧D

− d(ieB ∧H)− (iedB) ∧H + (LeB) ∧H − ieB ∧ ∂D

∂t

= d(ieE ∧D)−
(
ie
∂B

∂t

)
∧D − (LeE) ∧D

− d(ieB ∧H)− 0 + (LeB) ∧H − ieB ∧ ∂D

∂t
(S.21)

となり，(71)を得る．

1.8 (73)の計算
構成方程式 (65)

D = ε(E), B = µ(H) (S.22)

を定める写像 ε, µがベクトル場 eによるリー微分と可換であるという (72)式

Leε(E) = ε(LeE), Leµ(H) = µ(LeH) (S.23)

と対称性を表す (66), (67)式

E ∧ ε(Ė) = Ė ∧ ε(E), µ(Ḣ) ∧H = µ(H) ∧ Ḣ (S.24)

（ここで，E と Ė は任意の 1形式，H と Ḣ は任意の捩 1形式）を仮定すると，
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Le(E ∧D −B ∧H)

= Le(E) ∧D + E ∧ Le(D)− Le(B) ∧H −B ∧ Le(H)

= Le(E) ∧D + E ∧ Le(ε(E))− Le(B) ∧H − µ(H) ∧ Le(H)

= Le(E) ∧D + E ∧ ε(Le(E))− Le(B) ∧H − µ(Le(H)) ∧H

= Le(E) ∧D + Le(E) ∧ ε(E)− Le(B) ∧H − Le(µ(H)) ∧H

= 2(LeE) ∧D − 2(LeB) ∧H (S.25)

すなわち，

−(LeE) ∧D + (LeB) ∧H = −1

2
Le(E ∧D −B ∧H) (S.26)

を得て，(71)は (73)に帰着する：

d(ieE ∧D)− d(ieB ∧H)−
(
ie
∂B

∂t

)
∧D − ieB ∧ ∂D

∂t

− (LeE) ∧D + (LeB) ∧H

= d(ieE ∧D − ieB ∧H)− ∂

∂t
(ieB ∧D)

− 1

2
Le(E ∧D −B ∧H). (S.27)

1.9 (75)の計算
B は 2形式，H は捩 1形式なので，ieB は 1形式，ieH は捩 0形式であり，

ieB ∧H − 1

2
ie(B ∧H)

= ieB ∧H − 1

2
(ieB ∧H +B ∧ ieH)

=
1

2
(ieB ∧H −B ∧ ieH)

=
1

2
(−H ∧ ieB − ieH ∧B)

= − ieH ∧B +
1

2
(ieH ∧B −H ∧ ieB)

= − ieH ∧B +
1

2
ie(H ∧B) (S.28)

が成り立つ．

2. 電磁気的諸量の幾何学的形式と物理次元

物理量の単位を書いておくと，電荷密度を表す捩 3形式 ρはCm−3, 電流密度
を表す捩 2形式 jはCs−1 m−2, 電場の 1形式EはVm−1 = NC−1, 電束密度
の捩 2形式DはCm−2, 磁場（磁渦）の捩 1形式HはAm−1 = NWb−1, 磁束
密度の 2形式 B はWbm−2 である．エネルギー密度に現れる捩 3形式 E ∧D

とH ∧B は Jm−3,エネルギー流密度を表す捩 2形式 E ∧H は J s−1 m−2, 運
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動量密度を表す捩 3形式 ieB ∧Dは Nsm−3, 運動量の流れの密度（応力）を
表す捩 2形式 Te は Nm−2 である．
以上のように，単位長さあたりの物理量はm−1を単位とし，1形式で表され
る．単位面積あたりの物理量はm−2を単位とし，2形式で表される．単位体積
あたりの物理量はm−3を単位とし，3形式で表される．このように，物理的次
元と幾何学的意味（長さに対する関数や面積に対する関数）とが整合している．

3. エネルギー密度量の直交座標表示

本記事の (68)式
dEm

dt
+

∂

∂t

∫
V

1

2
(B ∧H + E ∧D) = −

∫
∂V

E ∧H (S.29)

の Em は領域 V 内にある電磁場以外の物質が持っているエネルギーであり，∫
V

1
2 (B∧H+E∧D)は領域 V 内の電磁場が持っているエネルギー，∫

∂V
E∧H

は領域 V の境界面の外に単位時間あたりに電磁場が運び出すエネルギーと解釈
される．この式に現れた微分形式を 3次元の直交座標で書いてみよう．
電場 E，電束密度D，磁場H，磁束密度 B はそれぞれ

E = Exdx+ Eydy + Ezdz, (S.30)

D = (Dxdy ∧ dz +Dydz ∧ dx+Dzdx ∧ dy)⊗ o, (S.31)

H = (Hxdx+Hydy +Hzdz)⊗ o, (S.32)

B = Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy (S.33)

と書かれる．ここで o = [[dx∧ dy ∧ dz]] は向き付けを表す形式である．これら
を用いると (S.29)の各項は

E ∧D = (ExDx + EyDy + EzDz)dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o, (S.34)

B ∧H = (HxBx +HyBy +HzBz)dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o, (S.35)

E ∧H =
{
(ExHy − EyHx)dx ∧ dy + (EyHz − EzHy)dy ∧ dz

+ (EzHx − ExHz)dz ∧ dx
}
⊗ o (S.36)

となる．例えば (ExHy −EyHx)dx∧ dy⊗ o（ただし o = [[dx∧ dy ∧ dz]]）の
項は，xy平面を +z の方向に貫くエネルギーの流れを表している．3次元ベク
トルの内積・外積を使うと，これらの式はそれぞれ E ·D, H ·B, E×H と書
かれる．ベクトル解析の表記方法ではスカラー場とベクトル場の区別しかない
が，微分形式で書くとE ∧DとB ∧H は体積積分されるべき量であり，E ∧H

は面積分されるべき量であることがわかる．

4. 運動量密度量の直交座標表示

本記事の (76)式で見た
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d

dt
⟨pm, e⟩+

∂

∂t

∫
V

(ieB ∧D)

=

∫
∂V

{
ieE ∧D + ieH ∧B − 1

2
ie(E ∧D +H ∧B)

}
(S.37)

の ⟨pm, e⟩は領域 V 内にある電磁場以外の物質が持っている運動量の e成分で
あり，∫

V
(ieB ∧D) は領域 V 内の電磁場が持っている運動量の e成分，2行目

の式は領域 V の境界面の外から内に単位時間あたりに電磁場が運び込む運動量
の e成分と解釈される．
今井功1)は，ieE ∧D は電場の向きに沿って電気力線が縮もうとする張力を
表しており，ieH ∧B は磁場の向きに沿って磁力線が縮もうとする張力を表し
ており，− 1

2 ie(E ∧D +H ∧ B)は等方的に膨らもうとする圧力を表すという
解釈を述べている．
この式に現れている微分形式を 3次元の直交座標で書いてみよう．ベクトル
場 eの直交座標表示

e = ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
(S.38)

を用いる．運動量密度 ieB ∧Dは，(S.14)の ieB ∧ j とまったく同様に計算で
きて，

ieB ∧D

=
{
ex(DyBz −DzBy) + ey(DzBx −DxBz) + ez(DxBy −DyBx)

}
dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.39)

となる．これは 3次元ベクトルの外積D×Bに相当する．応力の第 1項 ieE∧D

は

ieE ∧D

=(Exex + Eyey + Ezez)(Dxdy ∧ dz +Dydz ∧ dx+Dzdx ∧ dy)⊗ o,

(S.40)

第 2項 ieH ∧B は

ieH ∧B

=(Hxex +Hyey +Hzez)(Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy)⊗ o,

(S.41)

第 3, 4項は合わせて

− 1

2
ie(E ∧D +H ∧B)

= − 1

2
(ExDx + EyDy + EzDz +HxBx +HyBy +HzBz)

(ex dy ∧ dz + ey dz ∧ dx+ ez dx ∧ dy)⊗ o (S.42)
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となる．dy ∧ dz に対しては x方向の力のみが働き，dz ∧ dxに対しては y 方
向の力のみが働き，dx∧ dyに対しては z方向の力のみが働いていて，しかも，
どの方向に関しても一定の係数 E ·D +H ·B が掛かっている．これは，あら
ゆる面に垂直に作用する等方的な圧力を表している．

5. 誘電率テンソルと透磁率テンソルの対称性

任意の 1形式 E, Ė と，任意の捩 1形式H, Ḣ について成り立つべき対称性
の要請 (66), (67)式

E ∧ ε(Ė) = Ė ∧ ε(E), µ(Ḣ) ∧H = µ(H) ∧ Ḣ (S.43)

の意味を説明しておいた方がよいだろう．E,Dの成分表示を

E = Ex dx+ Ey dy + Ez dz, (S.44)

D = ε(E) = (Dx dy ∧ dz +Dy dz ∧ dx+Dz dx ∧ dy)⊗ o (S.45)

で定めると，εは線形写像なので，
Dx

Dy

Dz

 =


εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz



Ex

Ey

Ez

 (S.46)

という行列 (εij)が定められる．そうすると，

E ∧ ε(Ė) =
(∑

i,j

Ei εij Ėj

)
dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o, (S.47)

Ė ∧ ε(E) =
(∑

i,j

Ėi εij Ej

)
dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o

=
(∑

i,j

Ei εji Ėj

)
dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.48)

なので，E ∧ ε(Ė) = Ė ∧ ε(E) という条件は εij = εji に他ならない．つまり，
誘電率テンソルが対称であることを要請している．
同様に，B = µ(H)の成分表示を

Bx

By

Bz

 =


µxx µxy µxz

µyx µyy µyz

µzx µzy µzz



Hx

Hy

Hz

 (S.49)

で定めれば，条件式 µ(Ḣ) ∧H = µ(H) ∧ Ḣ は µij = µji に他ならない．つま
り，透磁率テンソルが対称であることを要請している．

6. 相対論的定式化

6.1 マクスウェル方程式
電磁気学は相対性理論と相性がよい．と言うよりも，電磁気学から導かれる光
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速の不変性をどう理解すべきかという問題から相対性理論が生まれたと言うべ
きかもしれない．本誌記事では電磁場を 3次元空間上の微分形式で書いたが，電
磁場は 4次元時空上の微分形式で書くこともできて，その方が見通しがよい2)．
ここでは，4次元時空上の電磁場の微分形式表示を用いてエネルギー・運動量
の保存則を書いてみよう．微分形式は曲がった時空の上でも書けるのだが，こ
こでは平坦な時空，すなわち特殊相対性理論の範疇で議論しよう．
空間R4の座標を (t, x, y, z)とし，光速を cとする．あるいは (x0, x1, x2, x3) =

(ct, x, y, z)を座標とする．1形式

θ0 = dx0 = cdt, θ1 = dx1 = dx, θ2 = dx2 = dy, θ3 = dx3 = dz (S.50)

を導入し，4次元時空上のミンコフスキー計量を

η = θ0 ⊗ θ0 − θ1 ⊗ θ1 − θ2 ⊗ θ2 − θ3 ⊗ θ3

= c2dt⊗ dt− dx⊗ dx− dy ⊗ dy − dz ⊗ dz (S.51)

とおく．電場と磁束密度を一つの 2形式

F =F01 θ
0 ∧ θ1 + F02 θ

0 ∧ θ2 + F03 θ
0 ∧ θ3

+ F12 θ
1 ∧ θ2 + F23 θ

2 ∧ θ3 + F31 θ
3 ∧ θ1

=Ex dx ∧ dt+ Ey dy ∧ dt+ Ez dz ∧ dt

+Bx dy ∧ dz +By dz ∧ dx+Bz dx ∧ dy (S.52)

にまとめる．この F を電磁場テンソルあるいはファラデイテンソルともいう．
ミンコフスキー計量による F のホッジ変換は捩 2形式

∗F =
(
F01 θ

2 ∧ θ3 + F02 θ
3 ∧ θ1 + F03 θ

1 ∧ θ2

− F12 θ
0 ∧ θ3 − F23 θ

0 ∧ θ1 − F31 θ
0 ∧ θ2

)
⊗ o

=
{−1

c
(Ex dy ∧ dz + Ey dz ∧ dx+ Ez dx ∧ dy)

+ c (Bx dx ∧ dt+By dy ∧ dt+Bz dz ∧ dt)
}
⊗ o (S.53)

になる．ここでは

o = [[cdt ∧ dx ∧ dy ∧ dz]] (S.54)

とおいた．電荷と電流密度を一つの捩 3形式

J =
(
− ρ dx ∧ dy ∧ dz

+ jx dy ∧ dz ∧ dt+ jy dz ∧ dx ∧ dt+ jz dx ∧ dy ∧ dt
)
⊗ o (S.55)

にまとめる．また，電束密度と磁場をまとめて捩 2形式

G =
(
−Dx dy ∧ dz −Dy dz ∧ dx−Dz dx ∧ dy

+Hx dx ∧ dt+Hy dy ∧ dt+Hz dz ∧ dt
)
⊗ o (S.56)
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を定める．スカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルはゲージ場と呼ばれ
る 1形式

A = −ϕdt+Ax dx+Ay dy +Az dz (S.57)

にまとめられる．以上の記法を用いるとマクスウェル方程式は

dF = 0, dG = J (S.58)

と書かれる．dF = 0にポアンカレの補題を適用すると

F = dA (S.59)

を満たす 1形式 Aの存在が言える．0 = ddG = dJ から電荷保存則

dJ = 0 (S.60)

が従う．真空中の電磁場の構成方程式は

G =
1

cµ0
∗ F =

1

Z0
∗ F (S.61)

となる．ここで Z0 := cµ0 =
√
µ0/ε0は真空のインピーダンスと呼ばれる物理

定数である．

6.2 バランス方程式
一般の保存則を相対論的な形で定式化しておこう．ある量の空間的な密度を

ρ，流量の単位時間あたり単位面積あたりの密度を q = (qx, qy, qz)とし，その
量が単位時間あたり単位体積あたりに失われる量を vとする．流出した分と消
失した分だけ量は減るのだから，

∂ρ

∂t
= −

(∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+
∂qz
∂z

)
− v (S.62)

という関係式が成り立つ．この式をバランス方程式 (balance equation)といい，
v を消滅項 (vanishing term)という．q0 = cρ, (q1, q2, q3) = (qx, qy, qz)とお
いて，流量 (current)を表す捩 3形式

Q =
(
q0 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − q1 dx0 ∧ dx2 ∧ dx3 + q2 dx0 ∧ dx1 ∧ dx3

− q3 dx0 ∧ dx1 ∧ dx2
)
⊗ o

=
{
q0 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

− (q1 dx2 ∧ dx3 + q2 dx3 ∧ dx1 + q3 dx1 ∧ dx2) ∧ dx0
}
⊗ o (S.63)

を定め，さらに捩 4形式

V = v dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ⊗ o (S.64)

を定めれば，バランス方程式 (S.62)は

V = −dQ (S.65)
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と書かれる．

6.3 ローレンツ力の相対論的表式
エネルギーと運動量は一つの 1形式

P = Edt− pxdx− pydy − pzdz (S.66)

で表される．空間的に広がった物質場のエネルギー・運動量の変化は，1形式
に値を持つ捩 4形式

T = P ⊗ dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.67)

で記述され，ベクトル場 eを与えると T (e) = P (e) dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o は
捩 4形式になり，時空の捩 4鎖Dにわたる積分

∆Pe(D) =

∫
D

T (e) =

∫
D

P (e) dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.68)

は，領域Dの物質場のエネルギー・運動量の e成分の変化分を表す（P (e)自
体が (t, x, y, z)の関数であることに注意）．4次元ベクトル場

e = e0
∂

∂x0
+ e1

∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2
+ e3

∂

∂x3
(S.69)

としては，例えば

e =
∂

∂x
(S.70)

のような x方向の平行移動の生成子を選んでもよいし，

e = y
∂

∂z
− z

∂

∂y
(S.71)

のような yz 平面上の回転の生成子を選ぶこともできる．また，

e =
x

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂x
(S.72)

は x方向のブースト（ローレンツ変換）の生成子である．
以上の記法を用いると，電磁場が物質場に及ぼすローレンツ力の法則は

T (e) = ieF ∧ J (S.73)

と表される．例えば

e =
∂

∂x
(S.74)

を選ぶと，

T (e) =P (e) dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o

=(−px)dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.75)

は運動量の x成分の符号を反転させたもの（の変化分）となり，
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ieF =Ex dt−By dz +Bz dy (S.76)

から，

ieF ∧ J =(Ex dt−By dz +Bz dy) ∧
(
− ρ dx ∧ dy ∧ dz

+ jx dy ∧ dz ∧ dt+ jy dz ∧ dx ∧ dt+ jz dx ∧ dy ∧ dt
)
⊗ o

= − (ρEx − jzBy + jyBz) dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.77)

となって，T (e) = ieF ∧ J は荷電粒子に対するローレンツ力
dp

dt
= qE + qv ×B (S.78)

を物質場に対するローレンツ力に書き換えたものになっている．
また，

e =
∂

∂t
(S.79)

を選ぶと，

T (e) = E dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.80)

はエネルギーの変化分を与える捩 4形式になり，

ieF = −Ex dx− Ey dy − Ez dz (S.81)

から，

ieF ∧ J = − (Ex dx+ Ey dy + Ez dz) ∧
(
− ρ dx ∧ dy ∧ dz

+ jx dy ∧ dz ∧ dt+ jy dz ∧ dx ∧ dt+ jz dx ∧ dy ∧ dt
)
⊗ o

=(Exjx + Eyjy + Ezjz) dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.82)

となって，T (e) = ieF ∧ J は荷電粒子に対する仕事率
dE

dt
=

dp

dt
· v = qE · v (S.83)

を物質場に対する仕事率に書き換えたものになっている．

6.4 電磁場のエネルギー・運動量の相対論的表式
ここまで来れば，マクスウェル方程式 (S.58) と一般的な構成方程式

G = Φ(F ) (S.84)

を使ってローレンツ力の法則 (S.73) を書き換えるだけである．構成方程式
(S.84) は真空中のものとは限らず，できるだけ一般的なものを考える．ここ
では，G = Φ(F )は局所的で線形でベクトル場 eによるリー微分と可換

LeΦ(F ) = Φ(LeF ) (S.85)

かつ任意の 2形式 F , Ḟ に対する対称性
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Ḟ ∧ Φ(F ) = F ∧ Φ(Ḟ ) (S.86)

を満たすと仮定する．以上の仮定のもとで (S.73)は

T (e) = ieF ∧ J

= ieF ∧ dG

= − d(ieF ∧G) + (dieF ) ∧G

= − d(ieF ∧G) + (−iedF + LeF ) ∧G

= − d(ieF ∧G) + (0 + LeF ) ∧ Φ(F )

= − d(ieF ∧G) +
1

2
{(LeF ) ∧ Φ(F ) + F ∧ Φ(LeF )}

= − d(ieF ∧G) +
1

2
{(LeF ) ∧ Φ(F ) + F ∧ LeΦ(F )}

= − d(ieF ∧G) +
1

2
Le(F ∧ Φ(F ))

= − d(ieF ∧G) +
1

2
(die + ied)(F ∧G)

= − d(ieF ∧G) +
1

2
(die + 0)(F ∧G)

= − d
{
(ieF ) ∧G− 1

2
ie(F ∧G)

}
= − dQe (S.87)

となる．これは微分形式で書かれたバランス方程式 (S.65) の形になっている．
なお，計算の途中で，F ∧Gは 4次元時空上の捩 4形式だから d(F ∧G) = 0

となることを使った．最後の行で捩 3形式

Qe =(ieF ) ∧G− 1

2
ie(F ∧G)

=
(
Q0 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 −Q1 dx0 ∧ dx2 ∧ dx3 +Q2 dx0 ∧ dx1 ∧ dx3

−Q3 dx0 ∧ dx1 ∧ dx2
)
⊗ o

=
{
Q0 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

− (Q1 dx2 ∧ dx3 +Q2 dx3 ∧ dx1 +Q3 dx1 ∧ dx2) ∧ dx0
}
⊗ o

(S.88)

を導入した．そうすると，時空の領域Dの物質場のエネルギー・運動量の変化
分を表す式 (S.68)

∆Pe(D) =

∫
D

T (e) = −
∫
D

dQe = −
∫
∂D

Qe (S.89)

は，Qe は電磁場が持ち去るエネルギー・運動量を表していることを意味して
いる．
Qe を具体的に求めてみよう．まず，

F ∧G =(ExDx + EyDy + EzDz −BxHx −ByHy −BzHz)
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dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz ⊗ o (S.90)

は簡単にわかる．x方向の並進ベクトル場

e =
∂

∂x
(S.91)

を選ぶと，(S.76)で求めたように

ieF =Ex dt−By dz +Bz dy (S.92)

であり，

ieF ∧G

=(Ex dt−By dz +Bz dy)

∧
(
−Dx dy ∧ dz −Dy dz ∧ dx−Dz dx ∧ dy

+Hx dx ∧ dt+Hy dy ∧ dt+Hz dz ∧ dt
)
⊗ o

=
(
− ExDx dt ∧ dy ∧ dz − ExDy dt ∧ dz ∧ dx− ExDz dt ∧ dx ∧ dy

+ByDz dz ∧ dx ∧ dy −ByHx dz ∧ dx ∧ dt−ByHy dz ∧ dy ∧ dt

−BzDy dy ∧ dz ∧ dx+BzHx dy ∧ dx ∧ dt+BzHz dy ∧ dz ∧ dt
)
⊗ o

(S.93)

なので，

Qe =(ieF ) ∧G− 1

2
ie(F ∧G)

=
{
− ExDx dt ∧ dy ∧ dz − ExDy dt ∧ dz ∧ dx− ExDz dt ∧ dx ∧ dy

+ByDz dz ∧ dx ∧ dy −ByHx dz ∧ dx ∧ dt−ByHy dz ∧ dy ∧ dt

−BzDy dy ∧ dz ∧ dx+BzHx dy ∧ dx ∧ dt+BzHz dy ∧ dz ∧ dt

+
1

2
(ExDx + EyDy + EzDz −BxHx −ByHy −BzHz) dt ∧ dy ∧ dz

}
⊗ o

=
{
(ByDz −BzDy)dx ∧ dy ∧ dz

− Ex dt ∧ (Dx dy ∧ dz +Dy dz ∧ dx+Dz dx ∧ dy)

−Hx dt ∧ (Bx dy ∧ dz +By dz ∧ dx−Bz dy ∧ dx)

+HxBx dt ∧ dy ∧ dz −HyBy dz ∧ dy ∧ dt+HzBz dy ∧ dz ∧ dt

+
1

2
(ExDx + EyDy + EzDz −HxBx −HyBy −HzBz) dt ∧ dy ∧ dz

}
⊗ o

=
{
(ByDz −BzDy)dx ∧ dy ∧ dz

− Ex dt ∧ (Dx dy ∧ dz +Dy dz ∧ dx+Dz dx ∧ dy)

−Hx dt ∧ (Bx dy ∧ dz +By dz ∧ dx+Bz dx ∧ dy)

+
1

2
(ExDx + EyDy + EzDz +HxBx +HyBy +HzBz) dt ∧ dy ∧ dz

}
⊗ o

(S.94)

となる．これは (S.39)-(S.42) で求めた電磁場の運動量密度と応力の符号を逆
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にしたものになっている．符号が逆になるのは (S.75) に負号が付いているせい
である．
また，t方向の並進ベクトル場

e =
∂

∂t
(S.95)

を選ぶと，(S.81)で求めたように

ieF = −Ex dx− Ey dy − Ez dz (S.96)

であり，

ieF ∧G = − (Ex dx+ Ey dy + Ez dz)

∧
(
−Dx dy ∧ dz −Dy dz ∧ dx−Dz dx ∧ dy

+Hx dx ∧ dt+Hy dy ∧ dt+Hz dz ∧ dt
)
⊗ o

=
[
(ExDx + EyDy + EzDz)dx ∧ dy ∧ dz

− {(ExHy − EyHx)dx ∧ dy + (EyHz − EzHy)dy ∧ dz

+ (EzHx − ExHz)dz ∧ dx} ∧ dt
]
⊗ o (S.97)

なので，

Qe =(ieF ) ∧G− 1

2
ie(F ∧G)

=
[
(ExDx + EyDy + EzDz)dx ∧ dy ∧ dz

− {(ExHy − EyHx)dx ∧ dy + (EyHz − EzHy)dy ∧ dz

+ (EzHx − ExHz)dz ∧ dx} ∧ dt

− 1

2
(ExDx + EyDy + EzDz −BxHx −ByHy −BzHz) dx ∧ dy ∧ dz

]
⊗ o

=
[1
2
(ExDx + EyDy + EzDz +HxBx +HyBy +HzBz)dx ∧ dy ∧ dz

− {(ExHy − EyHx)dx ∧ dy + (EyHz − EzHy)dy ∧ dz

+ (EzHx − ExHz)dz ∧ dx} ∧ dt
]
⊗ o (S.98)

となる．これは (S.29)-(S.36) で求めた電磁場のエネルギー密度とエネルギー
の流れの密度に他ならない．ということで，Qeは電磁場が運ぶエネルギー・運
動量を表し，相対論的ローレンツ力の式 (S.73), (S.87)

T (e) = ieF ∧ J = −dQe = −d
{
(ieF ) ∧G− 1

2
ie(F ∧G)

}
(S.99)

は電磁場と物質場との間のエネルギー・運動量の受け渡しの関係を表し，エネ
ルギー・運動量の保存則を表していることがわかった．

7. 課題

ローレンツ力の法則は電磁場が物質に与える運動量を表しているわけだが，
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これを手掛かりにして電磁場と物質のトータルの運動量が保存するように電磁
場の運動量の表式を定めた．ただ，保存則は「電磁場の運動量が減った分だけ
物質の運動量が増える」と言っているだけなので，保存則だけでは電磁場の運
動量の絶対量は決められない．
また，構成方程式を通して物質の分極や磁化を見かけ上，電束や磁場の中に

「くりこむ」ことができてしまうので，どこまでが電磁場の運動量で，どれだけ
が物質場の運動量なのかという境目を恣意的に動かせてしまう．このことがア
ブラハム–ミンコフスキー論争の原因でもある．
純粋に「電磁場が運ぶ運動量」だけを定義したいのであれば，物質のない真
空中の電磁場の運動量の定義式を使うのが妥当であろう．電磁場が担う運動量
の絶対値を直接的に測るのではなく，電磁場と検出器との相互作用を通して検
出器が受ける力を問題にするのであれば，運動量の授受の量を問題にすればよ
いし，それは相互作用の形態しだいである．電磁場の運動量の定義式の検証実
験をやるなら，この意味での検証ということになる．
ここまでの議論を振り返ると，電磁場の運動量保存則を導く仮定としては，E
とD，BとH の関係を与える構成方程式D = ε(E), H = µ−1(B) の対称性が
一番肝心であったことがわかる．媒質が非等方的な場合や，非一様な場合，あ
るいは，パリティ対称性が破れているキラルな媒質の場合，さらには，媒質が
運動している場合の扱いも考えると面白い．とくに誘電率の異なる媒質が接触
する界面の問題は意味があるだろう．これらの問題に関しても先行研究はある
が（例えば太田浩一氏の本3)で解説されている），ここで私が言いたいのは，対
称性の破れている状況をも幾何学的・物理学的見通しのよいやり方で扱いたい
という提案である．
なお，本記事と補足の議論では一貫して構成方程式は線形であると仮定して
いたが，運動量の微分形式の形を保ったまま構成方程式が非線形の場合にも成
り立つように拡張することは難しいように思われる．
場のラグランジアンから出発する正準形式の解析力学でもエネルギー・運動
量の定義式を導くことができるが，ここではその議論は扱わなかった．
電磁場の量子論に移行すると，光子がエネルギーと運動量と角運動量の運び
手になるが，媒質中の光子のエネルギー・運動量・角運動量の定義はいかにす
べきかという問題はかなり非自明だと思われる．ただ，その場合も，運動量の
適切な定義式は光子の検出方法に依ることになるだろう．
一般相対性理論では，重力場の源は重力以外の場のエネルギー・運動量なの
で，この場合は，電磁場のエネルギー・運動量の絶対量が直接的な問題になる
が，それでも，電磁場のエネルギー・運動量と，物質場のエネルギー・運動量
とを分けて扱うなら（扱うことができるだろうし），電磁場については真空中の
定義式を使うべきであろう．
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