
1章問題解答

1.1 たとえば




1 2
3 4
5 6


,




1
2
3


.

1.2 (1, 2)成分は −1, 第 3列ベクトルは

[
3
1

]
, 第 1行ベクトルは

[
2 −1 3

]
.

1.3 3次元．第 2成分は −2．

1.4 6! = 720通り．

1.5 成分ごとに考えればよい．たとえば (4)で両辺の (i, j)成分を考えると，左辺は (λ + µ)aij と

なり右辺は λaij + µaij となるので等しい．

1.6 (1)

[
−3 0
6i −3

]
(2)

[
1− 2i 4
−2i 5

]
(3) C = B −A =

[
−1− i 2

2i 1

]

1.7 (1)

[
0 6
3 5

]
(2)

[
−1 0
−1 0

]
(3)




2 4i 6
i −2 3i

−1 −2i −3




1.8 (2) A(B + C) = AB + BC について．Aをm× l, B, C を l × n行列とする．

A(B + C)の (i, j)成分 =
l∑

k=1

aik(bkj + ckj)

=
l∑

k=1

aikbkj +
l∑

k=1

aikckj = AB + AC の (i, j)成分

(A + B)C = AC + BC について．A, B をm× l, C を l × n行列とする．

(A + B)C の (i, j)成分 =
l∑

k=1

(aik + bik)ckj

=
l∑

k=1

aikckj +
l∑

k=1

bikckj = AC + BC の (i, j)成分

(3) Aを m × l, B を l × n行列とする．λ(AB), (λA)B, A(λB)の (i, j)成分はそれぞれ

λ

l∑

k=1

aikbkj ,
l∑

k=1

(λaik)bkj ,
l∑

k=1

aik(λbkj)．三者が等しいのは明らか．

1.9 (1)と (3)．一般に AB 6= BAなので (2)と (4)は成立しない．

1.10 (1)

[
3 2
1 2

]
(2)

[
0 5
2 3

]
(3)

[
5 4
0 −2

]
(4)

[
9 20
0 1

]
(5)

[
4 21
2 6

]

1.11 B =

[
a b

c d

]
とする．AB =

[
1 2
3 6

][
a b

c d

]
=

[
a + 2c b + 2d

3(a + 2c) 3(b + 2d)

]
= O．ゆえに a = −2c,

b = −2d．答. s, tを任意の数として B =

[
−2s −2t

s t

]
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1.12 (1)



−1
−3

3


 (2)

[
8

−2

]
(3)

[
5i 2 + 4i

]

1.13 ABの (i, j)の成分は
n∑

k=1

aikbkj．これはAbj の第 i成分，aiBの第 j成分に等しい．よって

等式が成り立つ．

1.14 AE の (i, j)成分 =
n∑

k=1

aikδkj = aij , EB の (i, j)成分 =
n∑

k=1

δikbkj = bij．

1.15 Exの第 i成分 =
n∑

k=1

δikxk = xiよりEx = x . yEの第 i成分 =
n∑

k=1

ykδki = yiよりyE = y .

1.16 B =

[
a b

c d

]
とする．AB =

[
1 2

−1 −1

] [
a b

c d

]
=

[
a + 2c b + 2d

−a− c −b− d

]
=

[
1 0
0 1

]
より a = −1,

b = −2, c = 1, d = 1．よってB =

[
−1 −2

1 1

]
．BA =

[
−1 −2

1 1

][
1 2

−1 −1

]
=

[
1 0
0 1

]
= E．

1.17
[
1 −1

]
,

[
1 −2

−2 1

]

1.18 t(ABC) = t((AB)C) = tC t(AB) = tC tB tA .

1.19 AB =

[
1 0
1 −2

]
, t(AB) =

[
1 1
0 −2

]
, tB tA =

[
1 1

−1 0

][
0 2
1 −1

]
=

[
1 1
0 −2

]
,

tA tB =

[
0 2
1 −1

] [
1 1

−1 0

]
=

[
−2 0

2 1

]
.

1.20 Ax =

[
2 −1
1 1

][
1
2

]
=

[
0
3

]
. tx A =

[
1 2

]
[
2 −1
1 1

]
=

[
4 1

]
.

1.21 (1) 2 · (2− i) + (−i) · 1 = 4− 3i (2) 1 · 2 + (−2) · 1 = 0
(3) 2 · (2i) + (−1− 2i) · 3 + 1 · (−1) = −4− 2i .

1.22 任意の複素数 a, bに対して a + b = a + b, ab = a bが成立するので，a1b1 + · · ·+ anbn =
a1 b1 + · · ·+ an bn が成立する．

(1) (x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn = x1y1 + · · ·+ xnyn = (y, x)

(2) (x, y+z) = x1(y1+z1)+ · · ·+xn(yn+zn) = (x1y1+ · · ·+xnyn)+(x1z1+ · · ·+xnzn) =
(x, y) + (x, z)
(x+y,z) = (x1 + y1)z1+· · ·+(xn + yn)zn = (x1z1+· · ·+xnzn)+(y1z1+· · ·+ynzn) =
(x, z) + (y, z)

(3) (cx, y) = cx1y1 + · · ·+ cxnyn = c(x1y1 + · · ·+ xnyn) = c(x, y)
(x, cy) = x1(cy1) + · · ·+ xn(cyn) = c(x1y1 + · · ·+ xnyn) = c(x,y)

(4) 任意の複素数 z は a, b を実数として z = a + ib と表すことができる．また zz =
(a − ib)(a + ib) = a2 + b2 = 0 となる．等号が成立するのは a = b = 0 すなわち
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z = 0のときのみ．(x, x) = x1x1 + · · ·+xnxnであり，xixi = 0であるので (x, x) = 0.
また (x, x) = 0となるのは，すべての iに対して xixi = 0となるとき，すなわち xi = 0
のときであり，x = 0となる．

1.23 (1) (x,y)は実数であるので問題 1.22 (1)より (y,x) = (x,y) = (x, y).
(2) c = cと問題 1.22より明らか．

1.24 (1)
√

12 + 22 =
√

5 (2)
√

12 + (−i)i =
√

2
(3)

√
22 + (1− i)(1 + i) + 02 + (−2)2 =

√
10

1.25 |x|が実数なので問題 1.23 (2)より (x/|x|, x/|x|) = (x,x)/|x|2 = 1.したがって x/|x|の大
きさは1.

1.26 tA = Aは明らか．Ak について与式が成立しているとする．このとき

Ak+1 = AAk =




a1 0
a2

. . .
0 an







ak
1 0
ak
2

. . .
0 ak

n


 =




ak+1
1 0

ak+1
2

. . .
0 ak+1

n




が成立する．また k = 1のとき明らかに与式が成立する．したがって数学的帰納法より任意
の kに対して与式が成立する．

1.27 A =




a1 0
a2

. . .
0 an


, B =




b1 0
b2

. . .
0 bn


 とする．

A + B =




a1 + b1 0
a2 + b2

. . .
0 an + bn


, AB =




a1b1 0
a2b2

. . .
0 anbn


 となり，ともに対角行

列である．

1.28 上三角行列同士の和が上三角行列になることは明らか．積については



a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n

. . . . . . . .

0 ann







b11 b12 · · · b1n

b22 · · · b2n

. . . . . . .

0 bnn




=




a11b11 a11b12 + a12b22 a11b13 + a12b23 + a13b33 · · · a11b1n + · · ·+ a1nbnn

a22b22 a22b23 + a23b33 · · · a22b2n + · · ·+ a2nbnn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 annbnn




となり，やはり上三角行列になる．
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また，上三角行列と下三角行列の和が一般に三角行列でないのは明らか．積についても



a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n

. . . . . . . .

0 ann







b11 0
b21 b22

. . . . . . .

bn1 bn2 · · · bnn




=




a11b11 + · · ·+ a1nbn1 a12b22 + a1nbn2 · · · a1nbnn

a22b21 + · · ·+ a2nbn1 a22b22 + a2nbn2 · · · a2nbnn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

annbn1 annbn2 · · · annbnn




となるので一般に三角行列ではない．

1.29 上三角行列の場合についてのみ示す．Aは

A =




0
0

. . .
00




の形をしている．このとき Ak (1 5 k 5 n)が

Ak =


 0




}
n−k 行

の形になることは，

Ak+1 = AAk =




0
0

. . .
00





 0




}
n−k 行

=


 0




}
n−k−1 行

より数学的帰納法によって示される．したがって An = O.
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1章演習問題解答

1.1 (1)

[
2 4 −2
0 2 6

]
−

[
−1 1 2

1 −2 1

]
=

[
3 3 −4

−1 4 5

]
(2)




i

−1
2i


 +




4 + 2i

−2
0


 =




4 + 3i

−3
2i




(3)




1 −2
13 5
0 −2


 (4)

[
−1 4
−2 −1

][
1 2

−1 1

]
=

[
−5 2
−1 −5

]

(5)

[
4− i

3− 2i

]
[
i 1

]
=

[
1 + 4i 4− i

2 + 3i 3− 2i

]

(6)




1 1 1
1 1 1
1 1 1




2

=




3 3 3
3 3 3
3 3 3


 = 3




1 1 1
1 1 1
1 1 1


. ゆえに




1 1 1
1 1 1
1 1 1




5

= 34




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 =




81 81 81
81 81 81
81 81 81


 .

1.2 A =

[
a b

c d

]
とする．A2 =

[
a2 + bc b(a + d)
c(a + d) bc + d2

]
= O. a+d = 0のとき d = −a, a2 + bc = 0.

b = 0なら a = 0, b 6= 0なら c = −a2/b. a + d 6= 0のとき b = c = 0. ゆえに a = d = 0と
なり a + d 6= 0に矛盾する．

答.

[
0 0
c 0

]
か

[
a b

−a2/b −a

]
(b 6= 0)のどちらか

1.3 (A + B)2 = A2 + AB + BA + B2 = A2 + B2,
(A+B)3 = (A+B)(A+B)2 = (A+B)(A2 +B2) = A3 +BA2 +AB2 +B3 = A3 +A2B +
AB2 + B3,
(A+B)4 = (A+B)2(A+B)2 = (A2 +B2)2 = A4 +A2B2 +B2A2 +B4 = A4 +2A2B2 +B4.
答. ア = 0, イ = 1, ウ = 1, エ = 0, オ = 2, カ = 0

1.4 2a− b =




2
2 + 2i

−2


−




2i

0
1


 =




2− 2i

2 + 2i

−3




(a, b) = 1 · 2i + (1− i) · 0 + (−1) · 1 = −1 + 2i

(b, a) = (−2i) · 1 + 0 · (1 + i) + 1 · (−1) = −1− 2i

|a| =
√

12 + (1− i)(1 + i) + (−1)2 = 2 |b| =
√

(−2i)(2i) + 02 + 12 =
√

5

1.5 |3a+2b|2 = (3a+2b, 3a+2b) = 9(a,a)+6(a, b)+6(b, a)+4(b, b) = 9+6+6i+6−6i+16 = 37
答.

√
37

1.6 B =




b11 · · · b1n

b21 · · · b2n

. . . . . . . . . . . .

bn1 · · · bnn


とすると AB =




b21 · · · b2n

. . . . . . . . . . . .

bn1 · · · bnn

0 · · · 0


となる．したがって

Ak =

k+1 列


1
1 0. . .

1

0




(1 5 k 5 n− 1), O (n 5 k)
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1.7 t(AB) = tB tA, t(tA) = A より t(AtA) = t(tA)tA = A tA, t(tAA) = tAt(tA) = tAA.

1.8 Ek = E, AkEl = Akなどにより (A+E)mはAを変数 x, Eを 1に置き換えた多項式 (x+1)m

と同じ計算にしたがう．mCk を二項係数とすると (x + 1)m =
m∑

k=0

mCkxk.

答. ck =
m!

k!(m− k)!

1.9 A =




a11 · · · a1n

. . . . . . . . . . . .

an1 · · · ann


, x =




x1

...
xn


とする．Axの第 k成分は

n∑

i=1

akixi. これが xによらず常

に 3xk となる．したがって aki = 3δki.すべての kでこのことが成立しなければならないの

でA = 3E .

1.10 (1) 左辺の (i, j)成分 = aij = aij =右辺の (i, j)成分

(2) 左辺の (i, j)成分 =
n∑

k=1

aikbkj =
n∑

k=1

aikbkj =右辺の (i, j)成分

(3) 左辺の第 i成分 =
n∑

k=1

aikxk =
n∑

k=1

aik xk =右辺の第 i成分

(4) (Ax,y) = t(Ax)y = t(Ax)y = tx tAy = (x, tAy)

1.11 A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, B =

[
b11 b12

b21 b22

]
とする．

tC =

t




a11 a12

a21 a22
0

b11 b12

0 b21 b22


 =




a11 a21

a12 a22
0

b11 b21

0 b12 b22


 =

[
tA O

O tB

]
,

C2 =




a2
11 + a12a21 a11a12 + a12a22

a21a11 + a22a21 a21a12 + a2
22

0
b2
11 + b12b21 b11b12 + b12b22

0 b21b11 + b22b21 b21b12 + b2
22


 =

[
A2 O

O B2

]
.

同様にして CD =

[
A2 AB

B2 BA

]
, D2 =

[
A2 + B2 AB + BA

AB + BA A2 + B2

]
.
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