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理工系 複素関数論– 多変数の微積分から複素解析へ —

章末問題 IVの解答ならびに補遺・正誤表
[はじめに]
ここには教科書にある問題の比較的詳しい解答のほかに，幾つかの注意や関連

問題が含まれています．関連問題は，難易度・精粗まちまちですが，教科書や問題
の内容をよりよく理解するのに非常に役立つ筈です．また，この章の内容に関する
補遺と正誤表が末尾にあります．不手際をお詫びし，ご訂正くださるようお願いし
ます．]
解答はもちろん正確を期したものではありますが，それでもまだまだミスプリ

ントや計算間違いがあるかもしれません．発見なさったら，お手数ですが是非とも
著者にご一報くださるようお願いします．連絡先は shiba@amath.hiroshima-u.ac.jp
です．どうかよろしくお願いします．

[章末問題解答と補充]

1. 任意の複素数 z0と任意に与えられた正数 εに対して，δ := εをとれば，
|z0 − z| < δを満たす任意の複素数 zについて

|f1(z0)− f1(z)| = |z̄0 − z̄| = |z0 − z| < δ = ε

が成り立つ．すなわち，関数 f1は平面上の任意の点で連続である．

与えられた関数は z �= 0で定義されている．任意の複素数 z0 �= 0と任
意に与えられた正数 εに対して，

0 < δ <
ε

2 + ε
|z0|

を満たす数 δがとれる．このとき，複素数 zが不等式 |z0 − z| < δを満
たすならば，

|z| ≥ |z0| − |z0 − z| > |z0| − δ

> |z0| − ε

2 + ε
|z0| = 2

2 + ε
|z0| > 0

が成り立つ (3角不等式)から，zもまた 0ではない．したがって，この
ような複素数 zについては

|f2(z0)− f2(z)| =
∣∣∣∣ z̄0(z − z0)− z0(z̄ − z̄0)

z0z

∣∣∣∣ ≤ 2|z − z0|
|z|

≤ 2δ
2 + ε

2|z0| < ε
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が成り立つ．すなわち，関数 f2は平面上の任意の点 z0 �= 0で連続で
ある．

一方で z �= 0について，z = reit (r, t ∈ R, r > 0, 0 ≤ t < 2π)と書く
とき，

z̄

z
= e−2it

であるから，lim|z|→0 f2(z)は存在せず，関数 f2は z = 0に連続に拡張
することができない．

2. 与えられた関数は z �= 0で定義されている．さらに z �= 0のときは，関
数 f3は連続関数の商として連続である．

また，z = reit (r, t ∈ R, r > 0, 0 ≤ t < 2π)と書くとき，

lim
z→0

f3(z) = lim
|z|→0

z̄2

z
= lim

r→0
re−3it = 0

であるから，f3(0) = 0とおくことによって関数 f3は z = 0で連続な関
数になる．

点 x = ξ, y = ηにおける連続性について調べる．まず，指数関数およ
び正弦関数の (それぞれ原点における)連続性によって，任意に与えら
れた正数 εに対してある正数 δが存在して，|x− ξ| < δ, |y − η| < δな
らば

|ex − eξ| < ε√
2
,

∣∣∣∣sin y − η

2

∣∣∣∣ < εeξ

2
√
2eε

が成り立つ．

2点 (ξ, η), (x, y)の距離
√

(x− ξ)2 + (y − η)2が正数 δよりも小さけれ
ば，|x− ξ| < δ, |y − η| < δであるから，上に得た 2つの不等式が成り
立ち，したがって√

(ex cos y − eξ cos η)2 + (ex sin y − eξ sin η)2

= eξ

√
(1− ex−ξ)2 + 4ex−ξ sin2 y − η

2

≤ eξ

√(
εe−ξ

√
2

)2

+ 4ex−ξ

(
εe−ξ

2
√
2eε

)2

が成り立つが，ここでさらに δが εよりも小さくとられていたとすれ
ば，最後の式は≤ εとなる．したがって，与えられた写像は平面R

2か
ら平面R

2への連続写像である．
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また， √
{ex cos y}2 + {ex sin y}2 = ex

は x→ ∞ときいくらでも大きくなるから，与えられた写像は非有界で
ある．

[注意] 問題に「関数」とあるのは (間違いではないが)余り適切ではない；
「写像」と呼ぶ方がより正確である．

3. 簡単な計算から

1− |f(z)|2 = 1−
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣
2

=
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− āz|2

が分かる．したがって

|z| < 1 ⇔ |f(z)| < 1,

特に f は単位円板Dからそれ自身の中への写像である．

写像 f はDからDの中への 1対 1写像である：　実際，z1, z2 ∈ Dに対
して f(z1) = f(z2)であったとすれば，

(1− |a|2)(z1 − z2) = 0

すなわち z1 = z2が得られる．

写像 f はDからDの上への写像である：　実際，任意の w ∈ Dに対
して，

z :=
w + a

1 + āw

は不等式 |z| < 1と方程式 f(z) = wを満たすことが容易に確かめられ
る．(不等式については先ほど示した不等式から分かる．)

最後に，商の微分法により

f ′(z) =
(1− āz) + ā(z − a)

(1− āz)2
=

1− |a|2
(1− āz)2

�= 0 (z ∈ D)

であるから，f は単位円板D上では等角写像である．
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4. 関数 uは明らかに全平面で 2回連続的微分可能であり，

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

∂u

∂x
+

∂

∂y

∂u

∂y

=
∂

∂x
(2x) +

∂

∂y
(−2y) = 2− 2 = 0

が成り立つから，関数 uは全平面で調和である．

任意に固定した点 (ξ, η)は原点と直線分で結べる．それを{
x(t) = ξt

y(t) = ηt
0 ≤ t ≤ 1

と表示すれば

v(ξ, η)− v(0, 0) =

∫ (ξ,η)

(0,0)

−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

=

∫ 1

0

(
−∂u
∂y

(x(t), y(t))x′(t) +
∂u

∂x
(x(t), y(t))y′(t)

)
dt

=

∫ 1

0

(2ηt · ξ + 2ξt · η) dt = [2ξηt2]10 = 2ξη

したがって，uの共役調和関数 vは v(x, y) = 2xy + const..

5. 集合C
∗が領域であることを示すためには，それが開集合であってしか

も連結であることをいえばよい．開集合であることはその補集合 {0}が
閉集合であることに注意するか，あるいは直接に，任意の点 z( �= 0)に
対して実数 εを 0 < ε < |z|が成り立つようにとればD(z, ε) ⊂ C

∗ であ
ることをみればよい．連結性を示すために，たとえば点 z∗ = 1と−z∗
とを考える．容易に分かるように，点 z∗と直線分で結べる C

∗の点の
全体はX1 := C \ (−∞, 0]であり，点−z∗と直線分で結べるC

∗の点の
全体はX2 := C \ [0,−∞)である．X1 ∪ X2 = C

∗であって，さらに 2
点 z∗,−z∗は半円周によってC

∗内で結べる．したがって，C
∗は弧状連

結である．先ほど示したようにC
∗は開集合であるから，それは連結集

合である．よってC
∗は領域である．
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関数
u(x, y) = x2 − y2 + 3y − y

2(x2 + y2)

は明らかにC
∗で 2回連続的微分可能であり，

∂u

∂x
= 2x+

xy

(x2 + y2)2
,

∂u

∂y
= −2y + 3− x2 − y2

2(x2 + y2)2
,

∂2u

∂x2
= 2 + y

y2 − 3x2

(x2 + y2)2
,

∂2u

∂y2
= −2 + y

3x2 − y2

2(x2 + y2)2

が成り立つ．これより直ちにC
∗上での等式∆u = 0が得られる．

また，共役調和関数 vは，任意に固定した点 (ξ, η) ∈ C
∗と点 z∗ = 1と

を結ぶ適当な曲線 γに沿う線積分を考えれば得られるが，細部に拘ら
なければむしろ不定積分のまま計算して

v(x, y) =

∫
γ

−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

=

∫
γ

(
2y − 3 +

x2 − y2

2(x2 + y2)2

)
dx+

(
2x+

xy

(x2 + y2)2

)
dy

= 2

∫
γ

ydx+ xdy − 3

∫
γ

dx

+
1

2

∫
γ

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx+

2xy

(x2 + y2)2
dy

= 2xy − 3x− x

2(x2 + y2)
+ const.

が分かる．

実際，関数

v(x, y) = 2xy − 3x− 1

2

x

x2 + y2
+ const.
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は，C
∗で調和であって，関係式

∂v

∂x
= −∂u

∂y
,

∂v

∂y
=
∂u

∂x

を満たすことが直接的に確かめられる．

[関連問題]
上の確認を行え．

[注意] 最後の段階では，その形から

(x2 − y2)
(x2 + y2)2

dx +
2xy

(x2 + y2)2
dy = d

(
A(x, y)
x2 + y2

)

と予想して， {
(x2 + y2)Ax − 2xA = x2 − y2

(x2 + y2)Ay − 2yA = 2xy

からA(x, y) = −xを得る．

[関連問題]
これを行え．

[関連問題]
直交座標 (x, y)の代わりに極座標 (r, θ)で考え，(1, 0)から任意の点 (R,Θ)
までの積分路 γとして 2つの曲線

γ1 :

{
r(t) = (1− t) + tR

θ(t) = 0
(0 ≤ t ≤ 1)

および

γ2 :

{
r(t) = R

θ(t) = tΘ
(0 ≤ t ≤ 1)

の和 γ1 + γ2を考えて，積分を計算することもできる．

[関連問題]
X1, X2の各々では，任意の点がそれぞれ点 z∗ = 1あるいは −z∗ = −1
と直線分で結べるから，前問のようにX1, X2での共役調和関数 v1, v2

が得られる．こうして得られた関数 v1, v2の (X1 ∩ X2での)関係を調
べよ．
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与えられた関数uを実部とするC
∗上の正則関数は，上の結果から，z =

x+ iyとおいてさらに cを実定数として

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

=

(
x2 − y2 + 3y − y

2(x2 + y2)

)

+i

(
2xy − 3x− x

2(x2 + y2)

)
+ ic

= z2 − 3iz − i
z̄

2|z|2
= z2 − 3iz − ı

2z
.

6. 極座標 (r, θ)への変換公式が r =
√
x2 + y2, θ = arctan

y

x
で与えられる

ことといわゆる鎖の法則 (合成関数の微分法)とから，

∂

∂x
=

∂

∂r

∂r

∂x
+

∂

∂θ

∂θ

∂x
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
∂

∂y
=

∂

∂r

∂r

∂y
+

∂

∂θ

∂θ

∂y
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

が得られる．したがって

∂

∂z
=

1

2z

(
r
∂

∂r
− i

∂

∂θ

)

∂

∂z̄
=

1

2z̄

(
r
∂

∂r
+ i

∂

∂θ

)
.

[注意]この表示は複素座標 zを含んでいる点ではいささか不自然である
が，ヴィルティンガー微分作用素の結果を簡明に表示する目的には適っ
ている；例えば問題 8の解答例における考察を見よ．(実際には，極座
標だけでの表示は上の議論の最初の部分で済んでいる．)

[関連問題]
上に得た 2つの等式は互いに複素共役になっている．これは偶然か？

[関連問題]
関係式

r2 = zz̄, θ =
1

2i
(log z − log z̄)
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と，形式的な合成微分公式の適用

∂

∂z
=

∂

∂r

∂r

∂z
+

∂

∂θ

∂θ

∂z
,

∂

∂z̄
=

∂

∂r

∂r

∂z̄
+

∂

∂θ

∂θ

∂z̄

によって，同様の関係式を示せ．

7. ここでは例題 4．4の結果を利用して考える．

∆ = 4
∂

∂z

∂

∂z̄
= 4

∂

∂z

{
1

2z̄

(
r
∂

∂r
+ i

∂

∂θ

)}

= 4
1

2z̄

(
r
∂

∂r
− i

∂

∂θ

) {
1

2z̄

(
r
∂

∂r
+ i

∂

∂θ

)}

=
1

|z|2
(
r
∂

∂r
− i

∂

∂θ

) (
r
∂

∂r
+ i

∂

∂θ

)

=
1

r2

{
r
∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+ ir

∂

∂r

∂

∂θ
− i

∂

∂θ

(
r
∂

∂r

)
+

∂2

∂θ2

}

=
1

r2

{
r
∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

∂2

∂θ2

}

[関連問題]
上の最終項は

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

と書くこともできる．これを示せ．

[関連問題]
例題 4．4を用いることなくラプラシアンの定義に直接従っておなじ結
果を示せ．

8. 前問から，任意のC2級関数 uについて

∆u = 0 ⇔ r
∂u

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+
∂2u

∂θ2
= 0

であるが，関数 uが変数 θを含まなければ，上の条件は

∂u

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= 0
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と書ける．この微分方程式を解くと，適当な実定数 a, bによって uが

u(r) = a log r + b

と書けることが分かる．

関数 uを一旦直交座標 (x, y)を用いて

u(x, y) =
a

2
log(x2 + y2) + b

と表し，さらに積分路を半径方向と偏角方向に分解して考えれば，

v(x, y) =

∫
− ay

x2 + y2
dx+

ax

x2 + y2
dy = a arctan

y

x
+ c (c ∈ R)

したがって，uの共役調和関数は aθ + c (c ∈ R)である．

[関連問題]
上の積分を遂行せよ．

[注意] 上に得た共役調和関数はC
∗全体では多価である．

[関連問題]
後に現れる極座標を用いたコーシー・リーマン方程式を使えば，もっと
簡明な計算が可能であろう．

9. まず，z �= 1では 1− 2r cos θ + r2 �= 0 であることに注意しよう．関数

u(r, θ) =
1− r2

1− 2r cos θ + r2

について，そのラプラシアンを計算するために，

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

に登場するすべての項を個別に計算する：

∂u

∂r
=

−4r + 2(1 + r2) cos θ

(1− 2r cos θ + r2)3
,

∂2u

∂r2
=

4{2 cos2 θ − r(r2 + 3) cos θ + 3r2 − 1}
(1− 2r cos θ + r2)3

,

∂2u

∂θ2
=

−2r(1− r2){(1 + r2) cos θ + 2r cos2 θ − 4r}
(1− 2r cos θ + r2)3

.

これらを∆uの式に代入すれば，Dで uが調和であることを知る．
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[注意] 一般に

1 − 2r cos θ + r2 = (1 − r)2 + 2r(1 − cos θ) ≥ 0

であって，等号が成り立つのは r = 1, θ = 0(mod 2π) のとき，かつそのと
きに限る．すなわち，uは C \ {(1, 0)} で調和である．

10. 問題 6で得たことから複素コーシー・リーマン微分方程式の極座標系
による表示は

1

2z̄

(
r
∂

∂r
+ i

∂

∂θ
.

)
(u+ iv) = 0

となる．これを実部・虚部に分ければ

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ
,

∂v

∂θ
= r

∂u

∂r
.

これとは別に，f(z) = R(x, y)(cosΘ(x, y)+ i sinΘ(x, y)) と表して，関
数R,Θについての条件を (直交座標系あるいは極座標系によって)書き
下すことも考えられる．

{
u = R cosΘ

v = R cosΘ
あるいは




R =
√
u2 + v2

Θ = arctan
v

u

であるから，合成関数の微分法によって

∂R

∂x
=

∂R

∂u

∂u

∂x
+
∂R

∂v

∂v

∂y
= cosΘ

∂u

∂x
− sinΘ

∂v

∂y
∂Θ

∂y
=

∂Θ

∂u

∂u

∂x
+
∂Θ

∂v

∂v

∂y
=

cosΘ

R

∂u

∂x
− sinΘ

R

∂v

∂y

であるが，u, vについてのコーシー・リーマン関係式を用いれば

∂R

∂x
= R

∂Θ

∂y

が分かる．Rの yに関する偏導関数についても同様にして，

∂R

∂y
= −R ∂Θ

∂x
.
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Rが関数 f の絶対値に他ならないことを考えれば，絶対値が一定の正
則関数が定数関数に限られることは直ちに従う．

[関連問題]
上の関係式を複素コーシー・リーマン微分方程式から直接に導け．

[関連問題]
R,Θを r, θで微分した形のコーシー・リーマン関係式を導け．

11. 閉区間 [a, b]における連続な関数は最大値および最小値をもつからそれ
らを

M := max
[a,b]

ϕ = ϕ(ξ′), m := min
[a,b]

ϕ = ϕ(ξ′′)

とする．ここで ξ′, ξ′′ ∈ [a, b]であるがその間の大小関係はもちろん分
からない．M = mのときには明らか (cは区間 (a, b)の任意の点として
取れる)だから，以下ではm < M とする．

m ≤ 1

b− a

∫ b

a

ϕ(t) dt ≤M

が成り立つから
1

b− a

∫ b

a

ϕ(t) dt = ϕ(c)

を満たす cが ξ′と ξ′′の間に— したがって a < c < bとして — とれる．

ϕの連続性を落とせないことを示す反例としては，たとえば

ϕ(x) =




0 if 0 ≤ x <
1

2

1 if
1

2
< x < 1.

12. f(z) = u(x, y) + iv(x, y)とおき，γの径数表示を

γ : x = x(t), y = y(t) (a ≤ t ≤ b)

とする．ここで x(a) = x(b), y(a) = y(b)であることに注意する．与え
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られた積分は，複素微分と積分の定義から，∫
γ

f(z)f ′(z) dz =

∫ b

a

[(u(x(t), y(t))− iv(x(t), y(t))][(ux(x(t), y(t))

+ ivx(x(t), y(t))][x
′(t) + iy′(t)]dt

=

∫ b

a

[(uux + vvx) + i(uvx − vux)][x
′(t) + iy′(t)]dt

=

∫ b

a

[(uux + vvx)x
′(t)− (uvx − vux)y

′(t)]dt

+ i

∫ b

a

[(uux + vvx)y
′(t) + (uvx − vux)x

′(t)]dt

と書き直せるが，ここでコーシー・リーマンの関係式を用いれば，最
終辺は∫ b

a

[(uux + vvx)x
′(t) + (uuy + vvy)y

′(t)]dt

+ i

∫ b

a

[(uvx − vux)x
′(t) + (uux + vvx)y

′(t)]dt

=

∫ b

a

d

dt
(u2 + v2)dt+ i

∫ b

a

[(uvx − vux)x
′(t) + (uux + vvx)y

′(t)]dt

= [(u2 + v2)]t=b
t=a + i

∫ b

a

[(uvx − vux)x
′(t) + (uux + vvx)y

′(t)]dt

= i

∫ b

a

[(uvx − vux)x
′(t) + (uux + vvx)y

′(t)]dt

と変形できるから，与えられた積分の値は純虚数である．

[関連問題]
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曲線の径数による積分まで戻らなくても

2Re

∫
γ

f(z)f ′(z) dz =
∫

γ

f̄df +

∫
γ

f̄df

=

∫
γ

f̄df + fdf̄ =

∫
γ

d(f̄f) = 0

とすることができる．この議論の細部を埋めよ．

13. w = u+ ivと書くとき，面積は定義によって積分
∫∫

f(D )

dudvを計算す

ればよいが，グリーンの公式のよって∫∫
f(D)

dudv =

∫
∂f(D )

udv =

∫
f(∂D )

udv

と変形できる．

曲線 f(∂D)はw = f(eit), 0 ≤ t ≤ 2π,と表示され，またコーシー・リー
マン関係式を使い z′(t) = − sin t+ i cos t に注意すれば

dv = (vx(− sin t) + vy cos t) dt = (−vx sin t+ ux cos t) dt

= Im [(ux + ivx)(− sin t+ i cos t)] dt

= Im [f ′(z(t))z′(t)] dt
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が得られ，したがって∫
f(∂D )

udv =

∫ 2π

0

(Re f)(z(t))Im [f ′(z(t))z′(t)] dt

=

∫ 2π

0

Im [(Re f)(z(t))f ′(z(t))z′(t)] dt

=

∫ 2π

0

Im

[
(
f(z(t)) + f(z(t))

2
f ′(z(t))z′(t)

]
dt

=
1

2
Im

∫ 2π

0

f(z(t))f ′(z(t))z′(t) dt

+
1

2
Im

∫ 2π

0

[f(z(t))f ′(z(t))z′(t)] dt

=
1

4
Im [f(z(t))2]2π

0 +
1

2
Im

∫ 2π

0

[f(z(t))f ′(z(t))z′(t)] dt

=
1

2
Im

∫ 2π

0

[f(z(t))f ′(z(t))z′(t)] dt

=
1

2
Im

∫
C

f(z)f ′(z) dz

この最後の積分は前問によって純虚数値であるので，最終的に面積が

1

2i

∫
C

f(z)f ′(z)dz

と書けることを得た．

[注意] 上の解答例は，一旦線積分の定義にまで戻っているので非常に
迂遠である (それを承知の上で，積分の定義の復習と，さらには変数変
換の公式を特別な場合について示すために，上の解答例を挙げた．)
現実的にはもっと簡明に

u =
f(z) + f(z)

2
, v =

f(z)− f(z)

2i
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であるから，要求された面積は∫
C

f(z) + f(z)

2
· f

′(z)dz − f ′(z)dz̄
2i

=
1

4i

∫
C

f(z)f ′(z)dz − f(z)f ′(z)dz̄ + f(z)f ′(z)dz − f(z)f ′(z)dz̄

と変形できる．ところがここで，最初と最後の積分は閉曲線に沿うも
のなのでその値は 0であ：∫

C

f(z)f ′(z)dz =
1

2

∫
C

d(f(z))2 = 0,

∫
C

f(z)f ′(z)dz̄ =
1

2

∫
C

d(f(z))2 = 0.

したがって，
1

4i

∫
C

−f(z)f(z)dz̄ + f(z)f ′(z)dz =
1

2
Im

∫
C

f(z)f ′(z)dz

を得て，先ほどの結果に到達することができる．

[関連問題]
上の式変形の各段階を確認せよ．

[関連問題]
境界に関する等式 ∂f(D) = f(∂D) は自明ではなく，証明を要すること
である．

[関連問題]
周知のごとく

u =
w + w̄

2
, v =

w − w̄

2i
であるから，

−2idudv = dwdw̄

であるが，この関係式は幾何学的に明確な意味をもつ．それを明らか
にせよ．

14. 関数 f : z �→ z̄ = x − iy はいかなる点でもコーシー・微分方程式を満
たさない： じっさい，f = u+ ivとおくと，

ux = 1, uy = 0; vx = 0, vy = −1

であるから，平面のどんな点でも複素微分可能ではない．したがって
どんな点においても正則ではない．

[注意] 問題文にある「Cで正則ではない」という表現は紛らわしい．そ
のようなことも証明の中では明確にすべきである．
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15. (1) a = 1, b = −1; f(z) = z2; f ′(i) = 2i.

16. (2) a = −6, b = −2, c = 0, p = 6, q = 0; f(z) = 2z3; f ′(i) = −6.

17. p = −6, q = −5, r = 3, s = 10と選べば f(z) = u(x, y) + i v(x, y) =
(5 + 3i)z2 であって，f ′(5− 3i) = 68.

18. 正則性の確認は容易である．像集合はそれぞれ

T (C) =

{
C if a �= 0
{b} if a = 0

, S(C \ {−d/c}) = C \ {a/c}

である．

λ := ad− bcが 1ではないとき，

a′ := a/
√
λ, b′ := b/

√
λ, c′ := c/

√
λ, d′ := d/

√
λ

とおいて新たに関数 z �→ a′z + b′

c′z + d′
を考えると，この関数は Sに等しく，

しかも要求された条件 a′d′ − b′c′ = 1を満たす．

19. T の逆関数は a = 0のときは無意味なので，a �= 0とすると，T−1の定
義域はCであって，T−1(w) = w−b

a
, w ∈ C. T−1もまたCで正則．

S−1の定義域はC \ {a/c}であって，そこで正則．その具体的な形は：
S−1(w) =

−dw + b

cw − a
, w ∈ C \ {−d/c}.

導関数については，それぞれの定義域で

dT−1

dw
=

1

a
,

dS−1

dw
=

1

cw − d)2
.

20. 指示された関数を z = x + iyを用いて u(x, y) + iv(x, y)と書くとき，
|z|2 については u = x2 + y2, v = 0だから，コーシー・リーマン関係式
は x = y = 0のみで成り立つ．すなわちこの関数は，原点でだけ複素微
分可能である．他の点では複素微分可能ではない；況や正則ではない．

関数 z �→ |z|については，u =
√
x2 + y2, v = 0だから，x = y = 0では

偏微分可能ではない．その他の点では

ux =
x√

x2 + y2
, uy =

y√
x2 + y2

;

vx = 0, vy = 0
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だから，コーシー・リーマン関係式は成り立たない．すなわちこの関
数は，いたるところで複素微分可能ではない；況や正則ではない．

関数 z �→ |z|3については，u = (x2 + y2)
3
2 , v = 0だから，x = y = 0で

は偏微分可能ではない．その他の点では

ux = 3x
√
x2 + y2, uy = 3y

√
x2 + y2;

vx = 0, vy = 0

だから，コーシー・リーマン関係式は x = y = 0でだけ成り立つ．すな
わちこの関数は，原点では複素微分可能であるが，その他の点では複
素微分可能でも正則でもない．

[注意]|z|2についても |z|3についても，

lim
h→0

|h|2 − 0

h
= lim

h→0
h̄ = 0; lim

h→0

|h|3 − 0

h
= lim

h→0
h̄|h| = 0

によって，原点での微分係数は 0である．

21. この関数の導関数は 2zなので，任意の z( �= 0)で等角的である．また，
z = x+ iy，w = z2 = u+ ivとするとき，

u = x2 − y2, v = 2xy

c1, c2を 0ではない実定数とする．直線 x = c1の像は，yを径数として

u = c21 − y2, v = 2c1y

で与えられるが，これより yを消去して

u = c21 −
(
v

2c1

)2

.

これは放物線である．

また，直線 y = c2の像は，xを径数として

u = x2 − c22, v = 2xc2

で与えられるが，これより xを消去して

u =

(
v

2c2

)2

− c22.
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これもまた放物線である．

点 (c1, c2)でのそれぞれの放物線の接ベクトルは (−2c2, 2c1), (2c1, 2c2)
であり，これらの内積は 0である．すなわち上に得た放物線は互いに
直交する．

正の虚軸，負の虚軸ともに (偏角が 2倍になって)負の実軸に写される．
したがって原点で等角性は破れる (角が 2倍になる)．

22. (平面の)領域Gで正則な関数 f があるとき，

(a) 任意のz∗ ∈ G∗をとると，あるz0 ∈ Gがあってz∗ = z̄0. Gは開集合
だから，あるε > 0があってD(z0, ε) ⊂ G.このとき，D(z∗, ε) ⊂ G∗

である．実際，z ∈ D(z∗, ε)ならば，

|z̄ − z0| = |z̄ − z̄∗| = |z − z∗| < ε

だから，z̄ ∈ D(z0, ε)であり，仮定から z̄ ∈ G，すなわち z ∈ G∗．
したがって，D(z∗, ε) ⊂ G∗となって Gが開集合であることが分
かった．
連結性については，G∗の 2点 z∗1 , z

∗
2 がG∗内の折れ線で結べるこ

とを示せばよいが，これは 2点 z̄∗1 , z̄
∗
2 がG内の折れ線で結べるこ

とから容易に分かる．

(b) f ∗(z)が領域G∗上の関数であることは明らかである．さらに，

∂f ∗(z)
∂z̄

=
∂f(z̄)

∂z̄
=
∂f(z̄)

∂z
= 0

であるから f ∗は正則である．

23. 正則関数 f については

∆|f(z)|2 = ∆{f(z)f(z)} = 4
∂

∂z

∂

∂z̄
{f(z)f(z)} = 4

∂

∂z

(
f
∂f̄

∂z̄
+ f̄

∂f

∂z̄

)

= 4
∂

∂z

(
f
∂f̄

∂z̄

)
= 4

∂f

∂z

∂f̄

∂z̄
+ 4f

∂2f̄

∂z∂z̄
= 4

∂f

∂z

∂f̄

∂z̄

= 4

∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣
2

= 4

|f ′(z)|2
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関数 u = u(x, y), v(x, y)の定める写像のヤコビアンは，定義によって

∂(u, v)

∂(x, y)
:=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x

であるが，これはコーシー・リーマン関係式によって(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

= |f ′(z)|2 ≥ 0

と変形される．

24. 関数 f ∈ C2について，

∆{zf(z)} = 4
∂

∂z

∂

∂z̄
{zf(z)} = 4

∂

∂z
{z∂f
∂z̄

} = 4
∂f

∂z̄
+ z∆f

であるから，∆f = 0のときには

∆{zf(z)} = 0 ⇔ ∂f

∂z̄
= 0.

25. C2級の実関数 uについて，前問と同様にして

∆(u2) = 4
∂

∂z

∂

∂z̄
(u2) = 4

∂

∂z

(
2u
∂u

∂z̄

)
= 8

∂u

∂z

∂u

∂z̄
+ 8 u

∂

∂z

(
∂u

∂z̄

)

= 8
∂u

∂z

∂u

∂z̄
+ 2 u∆u

であるから，u，u2ともに調和関数であるならば，

∂u

∂z

∂u

∂z̄
= 0

であるが，これは (
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

= 0

を意味する．すなわちこのような uは定数関数しかない．

[関連問題]
uが複素関数であってもよいならば，問題に述べられた条件を満たす関
数は山ほどある．実際，上で得た結論は uもしくは ūが (zの)正則関
数であることを意味する．これを厳密に確かめよ．
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26. (1) 略．略

(2) 任意の z ∈ Gは適当な ε > 0に対して z ∈ Gεであるが，このと
きGεの性質から S[1, z] ⊂ Gε. Gε ⊂ Gだから，要求されたことが示さ
れた．

(3) 各点 z ∈ Gに対してG内の線分 S[1, z] に沿って積分を定めるのだ
から，曖昧さが生じる余地はない．

27. (1) 商の微分法を適用すれば直ちにわかる．
(2) {f, z} = 0を解くために，前項で得た式において g := f ′′/f ′とお
くと，

g′(z) =
1

2
g(z)2

を解けばよいことが分かる．これを解くと

1

g(z)
= −1

2
z + c1, c1 ∈ C

すなわち
f ′′(z)
f ′(z)

= − 2

z + 2c1
.

もう 1度微分方程式を解くと，ある複素定数 c2を用いて

log f ′(z) = −2 log(z + 2c1) + c2　すなわち　 f ′(z) =
c3

(z + 2c1)2

を得るが，これより c3, c4を複素定数として

f(z) =
−c3

z + 2c1
+ c4

この最後の式は ad − bc �= 1を満たす複素数 a, b, c, d ∈ Cをうまく選
べば

az + b

cz + d

と書ける．

28.

{ϕ, ζ} =
ϕ′′′(ζ)
ϕ′′(ζ)

− 3

2

(
ϕ′′(ζ)
ϕ′(ζ)

)2
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であるが，

ϕ′(ζ) = f ′(z)g′(ζ)

ϕ′′(ζ) = f ′′(z)g′2(ζ) + f ′(z)g′′(ζ)

ϕ′′′(ζ) = f ′′′(z)g′3(ζ) + 3f ′′(z)g′(ζ)g′′(ζ) + f ′(z)g′′′(ζ)

であるから，これらを代入して

{f ◦ g, ζ} = {f, z}g′(ζ)2 + {g, ζ}

が成り立つことが分かる．
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[補遺・正誤表]

1. 70ページ　上から 13行目に括弧書きで「151ページ参照」とあるのは，
「162ページ参照」の誤り．

2. 71ページの 5行目の式の最右辺は 0 ではなく，O．

3. 73ページ最左辺の零 (0)はもちろん不要．

4. 75ページの定理 4.15は後半の主張が曖昧．厳密を期すために後半を次
のようにするのがよい：　また，点 z0の近傍でのC1同相写像 fについ
て，f が点 z0で等角的であるならば f は z0において複素微分可能であ
り，f が点 z0で線分比一定であるならば f もしくは f̄ は z0において複
素微分可能である．(変更点は最後の 2行にある 2箇所の「正則性」を
「複素微分可能性」に弱めたこと，またそれに伴って段落最初の「逆に」
を「また」として前半との繋がりを正確にしたこと．)

実際には「正則性」を主張して完全な「逆の命題」を証明することも
できるが，それには明らかに条件が少し追加されるべきで，「点 z0での
等角性」だけでなく「z0の近傍での等角性」が必要である．

ついでに誤りの原因にまで言及しておく．容易に分かるように，前半
でも実際には「点 z0の近傍で等角的」と結論を強めることができる (43
ページのビー玉の議論を使う)．このようにしておけば，常に近傍を考
えることにして，定理 4.15はより強い形で成り立つ．ただそれを証明
するには位相的な議論が必要である．それを割愛してただ 1点で述べ
ようとして中途半端な形になった．多くの書物はこのあたりがかなり
曖昧である (本書も残念ながらその例外ではない)．この誤りを避けた
定理と,上に言及した強い形の定理は「関数論講義」には厳密に述べら
れている．

5. 76ページ例題4.3の見出しは，もちろん「等角性例」ではなく「等角性」．

6. 図の上 2行目の式に a/0 = ∞を追加．
7. 78ページの上から 8行目にある f(ζ)は F (ζ)の誤り．

8. 78ページの下から 5行目にある括弧書き内の「4.1節を参照」は「4.2
節を参照」に訂正．


