
「理工基礎 代数系」 問および演習問題の解答 （平成 30 年 4 月 17 日版）

第 1章 問

問 1.22 x ∈ X に対して

x ∈ X \ (Y ∪ Z) ⇐⇒ x ̸∈ Y ∪ Z ⇐⇒ x ̸∈ Y かつ x ̸∈ Z ⇐⇒ x ∈ (X \ Y ) ∩ (X \ Z),
x ∈ X \ (Y ∩ Z) ⇐⇒ x ̸∈ Y ∩ Z ⇐⇒ x ̸∈ Y または x ̸∈ Z ⇐⇒ x ∈ (X \ Y ) ∪ (X \ Z)

が成り立つことによる． □

問 1.27 X = {x1, x2, . . . , xn } (n = |X|) とする．写像 f : X → Y は x1, x2, . . . , xn の像によ

り一意的に定まり，f(x1), f(x2), . . . , f(xn) は Y の任意の元を独立に選ぶことができる（重複が

あっても構わない）．したがって，写像は全部で |Y |n = |Y | |X| 個存在する．

なお，本書では暗に考察の対象外としているが，|X| = 0 や |Y | = 0，すなわちX や Y が空

集合の場合についても触れておく．このような場合には，“集合 X の任意の元に対して集合 Y の

元をただ一つ対応させる規則” という素朴な方法で写像を定義するのは難しい．実は，“直積集合

X × Y の部分集合 Γ で条件

(∗) 任意の x ∈ X に対し，(x, y) ∈ Γ となるような y ∈ Y がただ一つ存在する

をみたすもの” というのが “X から Y への写像” の本来の定義である（Γ とは素朴な方法で定義

された写像の “グラフ” であると考えれば，この定義の意味が了解されるであろう）．この本来の

定義に基づけば，X や Y が空集合であるときの Map(X,Y ) は次のようになることがわかる．

(a) X = ∅ の場合．このときには X × Y = ∅ となるから，X × Y の部分集合は空集合に限る．

また，x ∈ X をとることはできないから，Γ = ∅ は条件 (∗) をみたす．よって，Y が空集合であ
るかどうかに関わらず，Map(X,Y ) = { ∅ } となる．つまり，X から Y への写像は ∅ に限る．
(b) X ̸= ∅ かつ Y = ∅ の場合．このときにも X × Y = ∅ となるから，X × Y の部分集合は空

集合に限る．また，x ∈ X をとることはできるが，y ∈ Y をとることはできないから，Γ = ∅ は条
件 (∗) をみたさない．よってMap(X,Y ) = ∅ となる．つまり，X から Y への写像は存在しない．

以上より

任意の Y に対してMap(∅, Y ) = { ∅ }，したがって |Map(∅, Y )| = 1，

X ̸= ∅ とするときMap(X, ∅) = ∅，したがって |Map(X, ∅)| = 0

となることがわかる． □

問 1.29 各 A ∈ P(X) に対して χA ∈ Map(X, { 0, 1 }) を

χA(x) =

{
1 (x ∈ A の場合)

0 (x ̸∈ A の場合)
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により定めると，A 7→ χA はP(X) から Map
(
X, { 0, 1 }

)
への全単射を与える．実際，

Map
(
X, { 0, 1 }

)
∋ f 7−→ f−1({ 1 }) ∈ P(X)

が逆写像となっている． □

問 1.31 f 7→
(
f(1), f(2), . . . , f(n)

)
が Map({ 1, 2, . . . , n }, X) から Xn への全単射を与える．

実際，

Xn ∋ (x1, x2, . . . , xn) 7−→
(
k 7→ xk

)
∈ Map({ 1, 2, . . . , n }, X)

が逆写像となっている． □

第 1章 演習問題

演習 1 全射は f1 と f3，単射は f1 と f2．

(1) R ∋ x 7→ x− 1 ∈ R が f1 の逆関数を与える．

(2) f2 は (狭義) 単調増加なので単射．また，f2(x) ≤ 0 となるような x ∈ R は存在しないか
ら全射ではない．

(3) f3 は連続で limx→∞ f3(x) = ∞ と limx→−∞ f3(x) = −∞ をみたすから全射（中間値の定

理を用いた）．また，f3(0) = f3(1) = 0 なので単射ではない．

(4) |f4(x)| > 1 となるような x ∈ R は存在しないから f4 は全射ではない．また，f4(0) =

f4(π) = 0 なので単射でもない． □

演習 2 【命題 1.8 の証明】 (1) 任意の x ∈ X に対し，ψ = h ◦ g, y = f(x) とおくと(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) =

(
ψ ◦ f

)
(x) = ψ(f(x)) = ψ(y) = (h ◦ g)(y) = h(g(y)) = h(g(f(x))).

また，ϕ = g ◦ f とおくと，ϕ(x) = g(f(x)) より(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x) = (h ◦ ϕ)(x) = h(ϕ(x)) = h(g(f(x))).

つまり (
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) =

(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x) = h(g(f(x)))

が成り立つ．したがって，x ∈ X が任意であることより，(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) がわかる．
(2) まず，任意の x ∈ X に対して (f ◦ idX)(x) = f(idX(x)) = f(x) が成り立つことより，

f ◦ idX = f がわかる．また，任意の x ∈ X に対して (idY ◦ f)(x) = idY (f(x)) = f(x) が成り立

つことより，idY ◦ f = f がわかる． □

【命題 1.9 の証明】 (1) f と g は共に全射であるとし，z ∈ Z を任意にとる．このとき g が

全射であることより g(y) = z となるような y ∈ Y が存在する．さらに f が全射であることより
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f(x) = y となるような x ∈ X が存在する．よって (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(y) = z．したがって

g ◦ f は全射である．
(2) f と g は共に単射であるとし，x, x′ ∈ X が (g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(x′)，すなわち g(f(x)) =

g(f(x′)) をみたしたとする．このとき g が単射であることより f(x) = f(x′)．さらに f が単射で

あることより x = x′．したがって g ◦ f は単射である． □

【命題 1.10 の証明】 (1) g ◦ f は全射であるとし，z ∈ Z を任意にとる．このとき，g ◦ f が全
射であることより，(g ◦ f)(x) = z となるような x ∈ X が存在する．よって y = f(x) とおくと

y ∈ Y は g(y) = z をみたす．したがって g は全射である．

(2) g◦f は単射であるとし，x, x′ ∈ X が f(x) = f(x′)をみたしたとする．このとき，g(f(x)) =

g(f(x′)) となるから, g ◦ f が単射であることより x = x′．したがって f は単射である． □

演習 3 関数 f の x < −1 での最大値は 4 である．また，最小値は存在せず，下限は −∞ であ

る．よって f(A) = { y ∈ R | y ≤ 4 }（中間値の定理を用いた）．また，不等式 f(x) ≥ 4 の解は

x = −2 または x ≥ 1 で与えられるから，f−1(B) = {−2 } ∪ {x ∈ R | x ≥ 1 } となる． □

演習 4 【命題 1.23 の証明】 (1) 前者の等号は，y ∈ Y に対して

y ∈ f
(∪

i∈I Ai

)
⇐⇒ f(x) = y となるような x ∈

∪
i∈I Ai が存在する

⇐⇒ f(x) = y となるような i ∈ I と x ∈ Ai が存在する

⇐⇒ y ∈ f(Ai) となるような i ∈ I が存在する

⇐⇒ y ∈
∪

i∈I f(Ai)

が成り立つことによる．また，後者の包含関係は，y ∈ Y に対して

y ∈ f
(∩

i∈I Ai

)
⇐⇒ f(x) = y となるような x ∈

∩
i∈I Ai が存在する

=⇒ 任意の i ∈ I に対して y ∈ f(Ai)

⇐⇒ y ∈
∩

i∈I f(Ai)

が成り立つことによる．なお，y ∈
∩

i∈I f(Ai) とすると，任意の i ∈ I に対して y = f(xi) となる

ような xi ∈ Ai が存在するが，xi は i に依存するため y ∈ f
(∩

i∈I Ai

)
であるとは限らない．し

かし，f が単射ならば，xi は i に依らずに一意的に定まるから，それを x で表すことにすると

x ∈
∩

i∈I Ai となり，y ∈ f
(∩

i∈I Ai

)
が従う．

(2) 前者の等号は，x ∈ X に対して

x ∈ f−1
(∪

j∈J Bj

)
⇐⇒ f(x) ∈

∪
j∈J Bj

⇐⇒ f(x) ∈ Bj となるような j ∈ J が存在する

⇐⇒ x ∈ f−1(Bj) となるような j ∈ J が存在する

⇐⇒ x ∈
∪

j∈J f
−1(Bj)

が成り立つことによる．また，後者の等号は，x ∈ X に対して
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x ∈ f−1
(∩

j∈J Bj

)
⇐⇒ f(x) ∈

∩
j∈J Bj

⇐⇒ 任意の j ∈ J に対して f(x) ∈ Bj

⇐⇒ 任意の j ∈ J に対して x ∈ f−1(Bj)

⇐⇒ x ∈
∩

j∈J f
−1(Bj)

が成り立つことによる． □

【命題 1.24の証明】 まずx ∈ Aとすると，f(x) ∈ f(A)より x ∈ f−1(f(A))．これより前者の包含

関係を得る．f が単射ならば，f(x) ∈ f(A)から x ∈ Aが従うから，逆向きの包含関係も成り立つ．

次に f(f−1(B)) ⊂ B と f(f−1(B)) ⊂ f(X)は明らかに成り立つから，f(f−1(B)) ⊂ B∩f(X)．逆

に y ∈ B ∩ f(X) とすると，f(x) = y となるような x ∈ f−1(B) が存在するから，y ∈ f(f−1(B))．

これより f(f−1(B)) ⊃ B ∩ f(X) を得る． □

演習 5 写像 f : X → Y に対して

f は全射 ⇐⇒ 任意の y ∈ Y に対して
∣∣f−1({ y })

∣∣ > 0，

f は単射 ⇐⇒ 任意の y ∈ Y に対して
∣∣f−1({ y })

∣∣ ≤ 1．

□
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第 2章 演習問題

演習 1 たとえば∼1,∼2,∼3 を

x ∼1 y ⇐⇒ xy ≥ 0,

x ∼2 y ⇐⇒ x ≤ y,

x ∼3 y ⇐⇒ xy ̸= 0

により定義すれば，それぞれ (1), (2), (3) の性質をもつ． □

演習 2 x, x′, x′′ ∈ X とするとき

(1) ∼Y は反射律をみたすから，f(x) ∼Y f(x)．したがって x ∼X x が成り立つ．

(2) ∼Y は対称律をみたすから，f(x) ∼Y f(x′) ならば f(x′) ∼Y f(x)．したがって x ∼X x′ な

らば x′ ∼X x が成り立つ．

(3) ∼Y は推移律をみたすから，f(x) ∼Y f(x′) かつ f(x′) ∼Y f(x′′) ならば f(x) ∼Y f(x′′)．

したがって x ∼X x′ かつ x′ ∼X x′′ ならば x ∼X x′′ が成り立つ． □

演習 3 (1) まず，x = 1 · x より x ∼ x．次に，y = tx (t ̸= 0) ならば x = t−1y となるから，

x ∼ y ならば x ∼ y．また，y = tx, z = uy (t, u ̸= 0) ならば z = (tu)x となるから，x ∼ y か

つ y ∼ z ならば x ∼ z．以上より，∼ は R2 \ {0 } の同値関係である．
(2) x ∈ R2 \ {0 } を代表元とする同値類は { tx | t ∈ R \ { 0 } } となる．よって，∼ に関する

同値類は原点を通る直線から原点を除いたものになる．

(3) (x, y), (x′, y′) ∈ R2 \ {0 } が ∼ に関して同値であるとし，(x′, y′) = t(x, y) (t ̸= 0) とす

る．このとき，y ̸= 0 であれば y′ = ty ̸= 0 で，f(x, y) = x/y = (tx)/(ty) = x′/y′ = f(x′, y′)．

また y = 0 であれば y′ = ty = 0 で，f(x, y) = ∞ = f(x′, y′)．つまり，いずれの場合にも

f(x, y) = f(x′, y′) となる．

逆に，(x, y), (x′, y′) ∈ R2 \{0 }が f(x, y) = f(x′, y′)をみたしたとする．このとき，y ̸= 0であ

れば y′ ̸= 0 で，x/y = f(x, y) = f(x′, y′) = x′/y′．したがって y′/y を t と置けば (x′, y′) = t(x, y)

が成り立つ．また y = 0 であれば x ̸= 0 で，f(x′, y′) = f(x, y) = ∞ より y′ = 0 がわかる．した

がって x′/xを tと置けば (x′, y′) = t(x, y)が成り立つ．つまり，いずれの場合にも (x, y) ∼ (x′, y′)

となる． □

演習 4 (1) まず，単位行列 E に対して A = EAE−1 が成り立つから A ∼ A．次にB = PAP−1

ならばA = P−1B (P−1)−1 となるから，A ∼ B ならば B ∼ A．また，B = PAP−1, C = QBQ−1

ならば C = (QP )A (QP )−1 となるから，A ∼ B かつ B ∼ C ならば A ∼ C．以上より，∼ は
M2(R) の同値関係である．
(2) B = PAP−1 ならば det(B) = det(PAP−1) = det(P ) det(A) det(P )−1 = det(A) とな

る．つまり A ∼ B ならば det(A) = det(B)．よって，関数 M2(R) ∋ A 7→ det(A) ∈ R は商集合
M2(R)/ ∼ 上の関数を引き起こす. □
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演習 5 商集合 (Z× N)/ ∼ 上の関数を引き起こすものは f1, f5．

(1) y > 0 より，f1(x, y) = ε(x) = ε(x/y) となり，これは x/y だけで定まる．

(2) たとえば (x, y) = (1, 1), (x′, y′) = (2, 2) とすると，(x, y) ∼ (x′, y′) かつ f2(x, y) = 2 ̸=
4 = f2(x

′, y′)．

(3) たとえば (x, y) = (1, 1), (x′, y′) = (2, 2) とすると，(x, y) ∼ (x′, y′) かつ f3(x, y) = 1 ̸=
4 = f3(x

′, y′)．

(4) たとえば (x, y) = (0, 1), (x′, y′) = (0, 2) とすると，(x, y) ∼ (x′, y′) かつ f4(x, y) = −1 ̸=
−1/2 = f4(x

′, y′)．

(5) f5(x, y) =
xy

x2+y2
= (xy + y

x)
−1 （ただし x = 0 の場合には f5(x, y) = 0）は x/y だけで定

まる． □
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第 3章 問

問 3.7 成り立たない．実際，たとえばA := Z, b1 := 1, b2 := −1 とすると，(b1+ b2)A = 0Z =

{ 0 } であるが，b1A = 1Z = Z と b2A = (−1)Z = Z より b1A+ b2A = Z+ Z = Z となる． □

問 3.10 (1) Aは加法について閉じているから，A+A ⊂ A．また 0 ∈ AよりA+A ⊃ { 0 }+A =

A．以上よりA+A = A を得る．

(2) まず b > 0 の場合，A は加法について閉じているから，任意の a ∈ A に対して ba =
b︷ ︸︸ ︷

a+ a+ · · ·+ a ∈ A．また b < 0 の場合には |b|a ∈ A より ba = −|b|a ∈ A となり，b = 0 の場合

には ba = 0 ∈ A となる．以上より，いずれの場合にも ba ∈ A が成り立つことがわかり，bA ⊂ A

を得る． □

問 3.20 (1) (aZ+ bZ) + cZ = aZ+ (bZ+ cZ) = aZ+ bZ+ cZ であることによる．
(2) (aZ ∩ bZ) ∩ cZ = aZ ∩ (bZ ∩ cZ) = aZ ∩ bZ ∩ cZ であることによる．
(3) abZ+ acZ = a(bZ+ cZ) = |a|(bZ+ cZ) であることによる．
(4) abZ ∩ acZ = a(bZ ∩ cZ) = |a|(bZ ∩ cZ) であることによる． □

問 3.35 例題 3.19 より，gi = min(ei, fi) とおくと，

lcm(a, b) =
ab

gcd(a, b)
= pe1+f1−g1

1 pe2+f2−g2
2 · · · per+fr−gr

r .

ここで，gi+hi = ei+ fi より ei+ fi− gi = hi であるから，lcm(a, b) = ph1
1 p

h2
2 · · · phr

r を得る． □

第 3章 演習問題

演習 1 まず 32 ≡ 1 (mod 31) より 2340 = (25)68 ≡ 168 ≡ 1 (mod 31)．また 32 ≡ −1 (mod 11)

より 2340 = (25)68 ≡ (−1)68 ≡ 1 (mod 11)．ここで gcd(11, 31) = 1 であるから，命題 3.46 より

2340 ≡ 1 (mod 341) となり，求める余りは 1 である． □

演習 2 まず 8 · 9 = 72 と 7 · 9 = 63 に対してユークリッドの互除法を適用すると，

72 = 63 · 1 + 9, 63 = 9 · 7 + 0

より gcd(72, 63) = 9 = 72 · 1 + 63 · (−1) を得る．続いて 7 · 8 = 56 と 9 に対してユークリッドの

互除法を適用すると，

56 = 9 · 6 + 2, 9 = 2 · 4 + 1, 2 = 1 · 2 + 0
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より gcd(56, 9) = 1 = 56 · (−4) + 9 · 25 を得る．以上より

gcd(72, 63, 56) = gcd(gcd(72, 63), 56) = gcd(9, 56) = 1

= 56 · (−4) + 9 · 25 = 56 · (−4) + (72 · 1 + 63 · (−1)) · 25
= 72 · 25 + 63 · (−25) + 56 · (−4).

よって

3 · 72 · 25 + 1 · 63 · (−25) + 4 · 56 · (−4) = 2929 ≡ 409 (mod 504)

より a = 409 が求めるものである． □

演習 3 まず，a ∈ Z について

a ≡ 0 (mod 2) ⇐⇒ a ≡ 0 (mod 4) または a ≡ 2 (mod 4),

a ≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ a ≡ 1 (mod 4) または a ≡ 3 (mod 4)

が成り立つこと，ならびに

02 ≡ 0 (mod 4), 12 ≡ 1 (mod 4), 22 ≡ 4 ≡ 0 (mod 4), 32 ≡ 9 ≡ 1 (mod 4)

より

a2 ≡

{
0 (mod 4) (a ≡ 0 (mod 2) の場合)

1 (mod 4) (a ≡ 1 (mod 2) の場合)

がわかる．いま x, y ∈ Z とすると，上で示したように x2, y2 は 4 を法として 0 または 1 に合同

であるから，x2 + y2 は 4 を法として

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 2

のいずれかに合同である．他方，z ∈ Z とすると，3z2 は 4 を法として

3 · 0 = 0, 3 · 1 = 3

のいずれかに合同である．したがって，x2 + y2 = 3z2 ならば x ≡ y ≡ z ≡ 0 (mod 2)，すなわち

x, y, z は全て偶数でなければならない．このとき，x1 = x
2 , y1 = y

2 , z1 = z
2 と置くと，これらは

整数で，x21 + y21 = 3z21 をみたす．よって，上と同じ議論を適用することにより，x1, y1, z1 は全て

偶数であることがわかる．つまり，x ≡ y ≡ z ≡ 0 (mod 4) が成り立つ．この議論を繰り返すと，

任意の n ∈ Z>0 に対して x ≡ y ≡ z ≡ 0 (mod 2n) が成り立つことがわかるが，そのような整数

は x = y = z = 0 に限る． □

演習 4 e > f であるとして一般性を失わない．e = f+gとするとg > 0で，a2
f≡ −1 (mod a2

f
+1)

より

a2
e
= a2

f+g
= a2

f ·2g= (a2
f
)2

g≡ (−1)2
g≡ 1 (mod a2

f
+ 1).
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したがって a2
e
+ 1 ≡ 1 + 1 ≡ 2 (mod a2

f
+ 1) となるから，

gcd(a2
e
+ 1, a2

f
+ 1) = gcd(2, a2

f
+ 1) =

{
1 (2 ∤ (a2f+ 1) の場合)

2 (2 | (a2f+ 1) の場合)
.

よって

2 | (a2f+ 1) ⇐⇒ a2
f ≡ 1 (mod 2) ⇐⇒ a ≡ 1 (mod 2)

より主張を得る． □

演習 5 A = (aij) とすると，det(A) =
∑

σ sgn(σ) a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) （n 次の置換 σ すべて

に渡る和）において，恒等置換に対応する項 a11a22 · · · ann は奇数であるが，それ以外の項はすべ
て偶数である．したがって det(A) は奇数であり，とくに 0 でない． □
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第 4章 問

問 4.11 (1) Map(S, S)の元の合成は再びMap(S, S)の元となるので，Map(S, S)の元の合成写像

を与える操作はMap(S, S)×Map(S, S)からMap(S, S)への写像であり，よって，Map(S, S)の演

算である．命題 1.8より写像の合成は結合律をみたし，恒等写像が単位元であるので，Map(S, S)

は恒等写像を単位元にもつ半群となる．

(2) Map(S, S)の元 σが写像の合成による演算に関して可逆であることは，idを恒等写像とする

とき，σ ◦ ρ = ρ ◦ σ = idとなる ρ ∈ Map(S, S)が存在することであるが，このことは σが逆写像

をもつことと同値であり，よって，命題 1.12より σが全単射であることと同値である． □

問 4.16 演算表から演算で閉じていることはすぐにわかる．次に結合律 (xy)z = x(yz)を示す．

x = aであれば，任意の y, z ∈ Gについて (ay)z = yz = a(yz)となり結合律が成り立つ．yや z

が aである場合にも同様に示せるので，x, y, zの中に aがあれば結合律は成り立つ．また aが含ま

れていなければ，x = y = z = bであるので，(xy)z = (bb)b = ab = b = ba = b(bb) = x(yz)とな

り，この場合にも結合律は成り立つ．よって，この演算は結合律をみたす．演算表より aが単位元

であり，各元の逆元は自分自身である．以上より，Gはこの演算で群になる（演算表より ab = ba

もわかるのでGは可換群である）． □

問 4.19 結合律より

(a1a2 · · · an)(a−1
n · · · a−1

2 a−1
1 ) = a1a2 · · · an−1(ana

−1
n )a−1

n−1 · · · a
−1
2 a−1

1

= (a1a2 · · · an−1)e(a
−1
n−1 · · · a

−1
2 a−1

1 )

= (a1a2 · · · an−1)(a
−1
n−1 · · · a

−1
2 a−1

1 )

となる．これを繰り返せば，(a1a2 · · · an)(a−1
n · · · a−1

2 a−1
1 ) = · · · = (a1a2)(a

−1
2 a−1

1 ) = a1a
−1
1 = eを

得る．同様に (a−1
n · · · a−1

2 a−1
1 )(a1a2 · · · an) = eもわかるので，a1a2 · · · anの逆元は a−1

n · · · a−1
2 a−1

1

である． □

問 4.28 c ∈ Gを一つとる．仮定より cx = cとなる x ∈ Gが存在する．そこで e = xとおく．こ

のとき a ∈ Gについて，仮定より yc = aとなる y ∈ Gが存在し，ae = (yc)x = y(cx) = yc = aが

成り立つ．これは（yに依らず）任意の a ∈ Gに対して成り立つので，eはGの右単位元である．

また a ∈ Gについて，仮定より ax = eとなる x ∈ Gが存在するので，Gの任意の元は右逆元を

もつ．演算は結合律を満たしていたので，以上より定理 4.27からGが群であることが従う． □

問 4.30 演算表からこの演算に関して閉じている．次にこの演算が結合律 (xy)z = x(yz)をみ

たすことを示す．まず，x, y, z のいずれかの元が 1であれば，両辺とも同じ元の積であるので結

合律は成り立つ．そこで，x, y, zはどれも 1ではないとする．x = y = zであれば両辺とも x3に

等しいので結合律は成り立つ．次に同じ元がちょうど 2つだけ含まれている場合には，たとえば
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x = y ̸= zとして，演算表より 1でない相異なる元の積が 1でない残りの元になることに注意す

れば，wを x = yでも zでも 1でもない元として，(xy)z = x2z = zかつ x(yz) = xw = zとな

り結合律が成り立つ．x = z ̸= yや x ̸= y = zの場合にも同様に示せる．最後にすべて異なる場

合には，再び 1でない相異なる元の積が 1でない残りの元になることより，x(yz) = xx = 1かつ

(xy)z = zz = 1となり，この場合にも結合律が成り立つ．以上より，この演算に関して結合律が成

り立つ．演算表から，1が単位元であり，各元の逆元は自分自身である．また，演算表の対称性よ

りGは交換律をみたしている．以上より，|G| = 4であったので，Gは位数 4の可換群である． □

問 4.31 行列の計算を行えば，I2 = J2 = K2 = −E, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI =

−IK = J となることはわかる．これより演算表として

積 E −E I −I J −J K −K
E E −E I −I J −J K −K
−E −E E −I I −J J −K K

I I −I −E E K −K −J J

−I −I I E −E −K K J −J
J J −J −K K −E E I −I
−J −J J K −K E −E −I I

K K −K J −J −I I −E E

−K −K K −J J I −I E −E

が得られる．とくに，この演算に関して閉じており，単位元は Eである．また，±Eの逆元は自
分自身，±E以外の元の逆元は自分自身の (−1)倍である．演算は行列の積であるので結合律も成

り立つ．以上より，Gは群である．さらに，たとえば IJ = −JI (̸= JI)よりGは非可換群であ

る． □

問 4.39 (1) 単位元 eについて e ∈ H1 ∩H2より，H1 ∩H2 ̸= ∅である．a, b ∈ H1 ∩H2とする．

このとき，a, b ∈ H1かつ a, b ∈ H2であり，H1とH2が部分群であることから，ab−1 ∈ H1かつ

ab−1 ∈ H2となる．よって，ab−1 ∈ H1 ∩H2を得る．したがって，定理 4.35（部分群の判定定理）

よりH1 ∩H2はGの部分群である．

(2) Hiは部分群であるのでGの単位元 eを含む．よって，e ∈
∩

iHi ̸= ∅である．a, b ∈
∩

iHi

とすると，任意の iについて a, b ∈ Hiであるから，Hiが部分群であることより，任意の iについ

て ab−1 ∈ Hiとなる．よって，ab−1 ∈
∩

iHiを得る．したがって，定理 4.35より
∩

iHiはGの

部分群である． □

問 4.49 h ∈ H とする．任意の a ∈ H について，H は部分群より ha ∈ H となる．よって，

hH ⊂ H を得る．また，h−1 ∈ H であるので，任意の a ∈ H について h−1a ∈ H も従う．つま

り，h−1a = b（b ∈ H）とかける．よって，a = hb ∈ hH であり，H ⊂ hH を得る．以上より，

hH = H となる． □
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問 4.51 Gの単位元 eは e ∈ Z(G)であるので，Z(G) ̸= ∅である．そこで，a, b ∈ Z(G)とす

る．任意の x ∈ Gに対して (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab)より ab ∈ Z(G)が

従う．また，任意の x ∈ Gに対して，ax−1 = x−1aも成り立つので，この両辺の逆元をとれば，

xa−1 = (ax−1)−1 = (x−1a)−1 = a−1xより a−1 ∈ Z(G)が従う．よって，定理 4.35より Z(G)は

Gの部分群である．さらに，Z(G)の元はGのすべての元と交換可能であるので，とくにZ(G)に

おいて ab = baが成り立つ．よって，Z(G)はGの可換な部分群となる． □

問 4.52 Gの単位元 eは e ∈ Ca(G)であるので，Ca(G) ̸= ∅である．そこで，x, y ∈ CG(a)とす

る．a(xy) = (ax)y = (xa)y = x(ay) = x(ya) = (xy)aより xy ∈ CG(a)が従う．さらに ax = xa

の両辺に左右から x−1をかければ，x−1a = ax−1となる．よって x−1 ∈ CG(a)を得る．したがっ

て，定理 4.35より CG(a)はGの部分群となる．

また a ∈ Z(G)とすれば，任意の x ∈ Gに対して ax = xaが成り立つので，CG(a) ⊃ Gであり，

よってCG(a) = Gとなる．逆に，CG(a) = Gであれば，aと交換可能な元はGのすべての元であ

るので，a ∈ Z(G)となる．以上より，最後の同値も得られた． □

問 4.57 (1) (i1 i2 i3 · · · ir−1)(ir−1 ir)は

i1
� (ir−1 ir) // i1

�(i1 i2 i3 ··· ir−1)// i2

i2
� // i2

� // i3
...

...
...

ir−2
� // ir−2

� // ir−1

ir−1
� // ir

� // ir

ir
� // ir−1

� // i1

となり，これは (i1 i2 i3 · · · ir−1 ir)と一致し，最初の等式が従う．このことがわかれば，次の等

式は最初の等式の関係を繰り返すことによって得られる．つまり，

(i1 i2 i3 · · · ir−1)(ir−1 ir) = (i1 i2 i3 · · · ir−2)(ir−2 ir−1)(ir−1 ir)

...

= (i1 i2 i3)(i3 i4) · · · (ir−2 ir−1)(ir−1 ir)

= (i1 i2)(i2 i3)(i3 i4) · · · (ir−2 ir−1)(ir−1 ir)

となる．

(2) (i j)(i k)(i j)は

i �
(i j) // j � (i k) // j � (i j) // i

j � // i � // k � // k

k � // k � // i � // j

となり，これは (j k)と一致する．
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(3) σ, τ ∈ Snとするとき，任意の i ∈ Xnに対して (στ)(i) = (στσ−1)(σ(i))である．つまり，

στσ−1 =

(
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

(στ)(1) (στ)(2) · · · (στ)(n)

)
が成り立つ．よって，とくに τ = (i1 i2 · · · ir) をとるとき，j ̸= ik ならば (στσ−1)(σ(j)) =

(στ)(j) = σ(j) であるので，

σ(i1 i2 · · · ir)σ−1 =

(
σ(i1) σ(i2) · · · σ(ir)

(στ)(i1) (στ)(i2) · · · (στ)(ir)

)
=

(
σ(i1) σ(i2) · · · σ(ir−1) σ(ir)
σ(i2) σ(i3) · · · σ(ir) σ(i1)

)
= (σ(i1) σ(i2) σ(i3) · · · σ(ir−1) σ(ir))

が得られる． □

問 4.62 まず，3 ≤ i ̸= j ≤ nに対して，(1 2)(1 j) = (1 2 j)2，(1 i)(1 j) = (1 2 i)(1 2 j)2が成

り立つ．たとえば，(1 2)(1 j)と (1 2 j)2は，

1 � (1 j) // j � (1 2) // j 1 � (1 2 j) // 2 � (1 2 j) // j

2 � // 2 � // 1 2 � // j � // 1

j � // 1 � // 2 j � // 1 � // 2

より一致することがわかる．(1 i)(1 j) = (1 2 i)(1 2 j)2についても同様に示せる．定理 4.52より

Snは (1 i)，（2 ≤ i ≤ n）の形の互換で生成されるので，Anは (1 j)(1 k)，（2 ≤ j, k ≤ n）の形の互

換の積で生成される．最初に与えた 2つの関係式より，互換の積 (1 j)(1 k)は (1 2 i)，（3 ≤ i ≤ n）

によって書けるので，An は (1 2 i)，（3 ≤ i ≤ n）の形の巡回置換によって生成されることが従

う． □

問 4.77 中心 Z(G)が Gの部分群であることは問 4.51で示した．そこで正規性を示す．g ∈ G

と a ∈ Z(G)を任意にとる．このとき，Z(G)の定義より ag = gaであるので，gag−1 = a ∈ Z(G)

が従う．よって，定理 4.73（正規部分群の判定定理）より Z(G)はGの正規部分群である． □

問 4.102 (1) f(e) = e′ ∈ H ′より e ∈ f−1(H ′)なので f−1(H) ̸= ∅である．そこで a, b ∈ f−1(H ′)

とする．このとき，f(a) = a′, f(b) = b′（a′, b′ ∈ H ′）と表せば，f の準同型性とH ′がG′の部分

群であることより f(ab−1) = f(a)f(b)−1 = a′(b′)−1 ∈ H ′となる．よって，ab−1 ∈ f−1(H ′)を得

る．したがって，定理 4.35より f−1(H ′)はGの部分群である．

(2) f(e) = e′ ∈ f(H)より f(H) ̸= ∅である．そこで a′, b′ ∈ f(H)とする．このとき．f(a) = a′,

f(b) = b′（a, b ∈ H）と表せて，f の準同型性と H が G の部分群であることより a′(b′)−1 =

f(a)f(b)−1 = f(ab−1) ∈ f(H)となる．よって，定理 4.35より f(H)はG′の部分群である．

(3) (1)より f−1(H ′)は Gの部分群であるので，あとは正規性を示せばよい．任意の g ∈ Gと

a ∈ f−1(H ′)に対して，f(a) = a′ ∈ H ′と表せば，f の準同型性とH ′がG′の正規部分群である
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ことより f(gag−1) = f(g)a′f(g)−1 ∈ H ′となる．よって，gag−1 ∈ f−1(H ′)を得る．したがって，

定理 4.73より f−1(H ′)はGの正規部分群である．

(4) (2)より f(H)は G′ の部分群であるので，あとは正規性を示せばよい．任意の g′ ∈ G′ と

a′ ∈ f(H)をとる．f の全射性より f(g) = g′となる g ∈ Gが存在し，また，f(a) = a′（a ∈ H）

と表せる．f の準同型性とH が Gの正規部分群であることより g′a′(g′)−1 = f(g)f(a)f(g)−1 =

f(gag−1) ∈ f(H)となる．よって，定理 4.73より f(H)はG′の正規部分群である． □

問 4.110 N がGの正規部分群であるので，

HN =
∪
h∈H

hN =
∪
h∈H

Nh = NH

が成り立つ．よって，定理 4.50よりHN はGの部分群であり，N はHN の正規部分群である．

f(a) ∈ f(H)（a ∈ H）とすれば，f(a) = aN ⊂ HN であるので，f(a) ∈ HN/N である．よっ

て，f(H) ⊂ HN/N が従う．また，hN ∈ HN/N とすれば，hN = f(h) ∈ f(H)であるので，逆

向きの包含関係も従い，f(H) = HN/N を得る． □

問 4.113 gをGからG/M への自然な準同型写像とする．まず，Ker(g) =M ⊃ N であるので，

aN = bN ならば a−1b ∈ N ⊂M より aM = bM がなりたつ．よって，gにより全準同型写像

g : G/N ∋ aN 7−→ g(a) = aM ∈ G/M

が得られる．このとき，Ker(g) =M/N であるので，準同型定理より (G/N)/(M/N) ≃ G/M が

従う． □

問 4.114 (1) 例 4.25 より G 上の全単射全体の集合 S(G) は写像の合成により群であるので，

Aut(G)がその部分群であることを示せば主張が得られる．まず，G上の恒等写像 idGはAut(G)

の元であるので，Aut(G) ̸= ∅である．命題 4.91よりAut(G)の元の合成はGからGへの同型写

像であり，Aut(G)の元の逆写像も再びGからGへの同型写像である．つまり，f, g ∈ Aut(G)に

対して，fg ∈ Aut(G)かつ f−1 ∈ Aut(G)が成り立つ．よって，定理 4.35より Aut(G)は S(G)

の部分群であるので主張が示せた．

(2) a ∈ Gを固定する．x, y ∈ Gに対して，ιa(xy) = a(xy)a−1 = axa−1aya−1 = ιa(x)ιa(y)と

なるので，ιaはGからGへの準同型である．ιa(x) = ιa(y)とすれば，axa−1 = aya−1より x = y

を得る．よって，ιa は単射である．さらに，任意の y ∈ Gに対して x = a−1ya ∈ Gをとれば

ιa(x) = a(a−1ya)a−1 = yより f は全射である．以上より，ιa ∈ Aut(G)が従う．

(3) (2) より Inn(G) ⊂ Aut(G) であり，恒等写像 ιe は Inn(G) の元であるので，Inn(G) は

Aut(G)の空でない部分集合である．ιa, ιb ∈ Inn(G)（a, b ∈ G）とする．(ιaιb)(x) = ιa(bxb
−1) =

a(bxb−1)a−1 = (ab)x(ab)−1 = ιab(x) であるので，ιaιb ∈ Inn(G) となる．また，ιa−1(x) =

a−1x(a−1)−1 = a−1xa より (ιaιa−1)(x) = x かつ (ιa−1ιa)(x) = x となるので，ιa の逆写像は
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ιa−1 であり，(ιa)
−1 = ιa−1 ∈ Inn(G)となる．よって，定理 4.35より Inn(G)はAut(G)の部分群

である．さらに，σ ∈ Aut(G)について，

(σιaσ
−1)(x) = σ(aσ−1(x)a−1) = σ(a)σ(σ−1(x))σ(a−1) = σ(a)xσ(a)−1 = ισ(a)(x)

より σιaσ
−1 = ισ(a) ∈ Inn(G)となる．したがって，定理 4.73より Inn(G)はAut(G)の正規部分

群である．

(4) Gから Inn(G)への写像 f を

f : G ∋ a 7−→ ιa ∈ Inn(G)

と定める．このとき，a, b ∈ Gに対して，(3)で示したように ιaιb = ιabであるので，f(ab) = ιab =

ιaιb = f(a)f(b)となる．よって，f は準同型である．また，作り方より f は全射である．さらに，

Ker(f) = { a ∈ G | ιa = idG }

= { a ∈ G |任意の x ∈ Gについて axa−1 = x }

= { a ∈ G |任意の x ∈ Gについて ax = xa } = Z(G)

である．したがって，準同型定理よりG/Z(G) ≃ Inn(G)が得られる． □

問 4.122 Gの元で位数が dであるものの全体を Gdとする．このとき，|Gd| ̸= 0ならば位数 d

の元 a ∈ Gが存在し，aで生成される巡回部分群をHとすれば，|H| = dである．いま，b ∈ Gを

位数 dの任意の元とすれば，|⟨b⟩| = dであるので，定理の仮定より ⟨b⟩ = H を得る．よって，と

くに b ∈ H となる．つまり，Gd = Hd である．H は位数 dの巡回群であるので，系 4.118より

|Hd| = φ(d)となる．したがって，|Gd| = φ(d)である．以上より，|Gd| = 0または |Gd| = φ(d)で

あり，nの任意の正の約数 dに対して |Gd| ≤ φ(d)が成り立つ．

ところで，オイラー関数は
∑

d|n, d≥1 φ(d) = nをみたす．実際，X を xで生成される位数mの

巡回群とすると，定理 4.117よりX の任意の元の位数はmのある約数 dである．よって，X =∪
d|n, d≥1Xdと表せて，相異なる nの正の約数 dと d′についてはXd∩Xd′ = ∅となる．ここで，定
理 4.120よりmの正の約数 dについて巡回群X の位数 dの部分群は唯一つであるので，系 4.118

より |Xd| = φ(d)を得る．よって，n = |G| =
∑

d|n, d≥1 φ(d)が従う．

このオイラー関数の性質とラグランジュの定理より

n =
∑

d|n, d≥1

|Gd| ≤
∑

d|n, d≥1

φ(d) = n

が得られる．したがって，nの任意の正の約数 dに対して |Gd| = φ(d)でなければならない．とく

に，Gの位数 nについて |Gn| = φ(n) ̸= 0となるので，Gn ̸= ∅である．つまり，Gは位数 n = |G|
の元をもつ．よって，Gは巡回群である． □
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問 4.124 (1) abの位数を sとする．g = 1なので例題 3.19より l = mnである．まず，(ab)l =

(am)n(bn)m = eより，s | lが成り立つ．一方，(ab)s = eより as = b−sであるので，asn = (b−s)n =

(bn)−s = eとなる．よって，m | nsであり，g = 1よりm | sを得る．同様にして，bsm = eより，

n | sが得られる．したがって，再び g = 1より l | sが成り立つ．以上より，l = sが従う．よって，

abの位数は lである．

(2) abの位数を tとする．m = m′g, n = n′g（m′, n′ ∈ Z）とおくと，gcd(m′, n′) = 1であり，

例題 3.19より l = m′n′g = m′n = mn′ = mn
g となる．まず，a

′ = ag, b′ = bg とおけば，a′の位

数はm′，b′の位数は n′であり，gcd(m′, n′) = 1より (1)から a′b′ = (ab)g の位数はm′n′である．

一方，定理 4.117より (ab)gの位数は t
gcd(t,g) であり，仮定より gcd(t, g) = gなので，m′n′ = t

g と

なる．よって，t = m′n′g = lが得られる．以上より，abの位数は lである． □

問 4.131 R>0 と T は共に C× の部分群であり，R>0 ∩T = { 1 } をみたす．したがって系 4.128

より R>0 T = R>0 × T がわかる（C× はアーベル群なので，条件 (a) は明らかに成り立ってい

る）．また，任意の z ∈ C× は z = reiθ (r = |z|, θ = arg z) と極表示されるが，r ∈ R>0 かつ

eiθ ∈ T である．よって R>0 T = C× となり，C× = R>0 × T を得る． □

第 4章 演習問題

演習 1 任意の a, b ∈ Gをとる．仮定より a2 = b2 = eであるので，a = a−1かつ b = b−1が成り

立つ．(ab)2 = eであるので ab = (ab)−1も成り立つ．よって，ab = (ab)−1 = b−1a−1 = baが得ら

れる．したがってGは可換群である． □

演習 2 例 4.45の記号を用いれば，

D4 = ⟨σ, τ⟩ = { e, σ, σ2, σ3, τ, τσ, τσ2, τσ3 }

であり，σ4 = e, τ2 = e, τστ = σ−1が成り立つ．簡単な計算により，eの位数は 1，σと σ3の位

数は 4，その他の元の位数は 2であることがわかる．D4の位数は 8なので，ラグランジュの定理

より部分群の位数は 1,2,4,8のいずれかである．

位数 1の部分群は ⟨e⟩ = { e }だけである．また，位数 2の部分群は ⟨σ2⟩，⟨τ⟩，⟨τσ⟩，⟨τσ2⟩，⟨τσ3⟩
の 5つである．位数 4の部分群は，一つの元で生成されるものは ⟨σ⟩ = ⟨σ3⟩だけであり，2つの元

で生成されるものは，⟨σ2, τ⟩ = ⟨σ2, τσ2⟩ = ⟨τ, τσ2⟩ = { e, σ2, τ, τσ2 }と ⟨σ2, τσ⟩ = ⟨σ2, τσ3⟩ =
⟨τσ, τσ3⟩ = { e, σ2, τσ, τσ3 } の２つである（これ以外の位数 2の 2つの元が生成する群はD4とな

る）．よって，位数 4の部分群は 3つある．最後に，位数 8の部分群はD4自身だけである．以上よ

り，D4の部分群は ⟨e⟩，⟨σ2⟩，⟨τ⟩，⟨τσ⟩，⟨τσ2⟩，⟨τσ3⟩，⟨σ⟩，{ e, σ2, τ, τσ2 }，{ e, σ2, τσ, τσ3 }，
D4のちょうど 10個である．

さらに，この中で自明な部分群である ⟨e⟩と D4 は正規部分群である．また，位数 4の部分群

は D4 の指数 2（= 8
4）の部分群であるので，本章演習問題の演習 6よりすべて正規部分群であ

る．最後に位数 2 の部分群について調べる．まず，⟨σ2⟩ について，σiσ2σ−i = σ2 ∈ ⟨σ2⟩，か
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つ，(τσi)σ2(τσi)−1 = τσ2τ−1 = σ2 ∈ ⟨σ2⟩ であるので，定理 4.73より ⟨σ2⟩は D4 の正規部

分群である．一方，στσ−1 = σ2τ /∈ ⟨τ⟩，τ(τσ)τ−1 = τσ3 /∈ ⟨τσ⟩，σ(τσ2)σ−1 = τ /∈ ⟨τσ2⟩，
τ(τσ3)τ−1 = τσ /∈ ⟨τσ3⟩ より，残り 4つの位数 2の部分群はD4の正規部分群ではない．以上よ

り，D4の正規部分群は ⟨e⟩，⟨σ2⟩，⟨σ⟩，{ e, σ2, τ, τσ2 }，{ e, σ2, τσ, τσ3 }，D4の 6個である． □

演習 3 S4の元は 4! = 24個である．恒等置換 eはX4 = { 1, 2, 3, 4 }の元をすべて固定するので，
本書ではとくに用いなかったが巡回置換として表せば，すべての数が省略できて e = ( )と表せ，

位数は 1である．次に，互換は (1 2)，(1 3)，(1 4)，(2 3)，(2 4)，(3 4)の 6個あり，位数は 2で

ある．長さ 3の巡回置換は (1 2 3)，(1 2 4)，(1 3 2)，(1 3 4)，(1 4 2)，(1 4 3)，(2 3 4)，(2 4 3)

の 8個あり，位数は 3である．長さ 4の巡回置換は (1 2 3 4)，(1 2 4 3)，(1 3 2 4)，(1 3 4 2)，

(1 4 2 3)，(1 4 3 2)の 6個あり，位数は 4である．一つの巡回置換で表せる S4の元は以上の 21

個である．これ以外の S4の元は，X4の元をちょうど 2つずつ入れ替える置換であり，(1 2)(3 4)，

(1 3)(2 4)，(1 4)(2 3)の 3個があり，互いに素な互換の積であるので位数は 2である．以上をま

とめると，S4の元は

( )：位数 1,

(1 2)，(1 3)，(1 4)，(2 3)，(2 4)，(3 4)：位数 2,

(1 2 3)，(1 2 4)，(1 3 2)，(1 3 4)，(1 4 2)，(1 4 3)，(2 3 4)，(2 4 3)：位数 3,

(1 2 3 4)，(1 2 4 3)，(1 3 2 4)，(1 3 4 2)，(1 4 2 3)，(1 4 3 2)：位数 4,

(1 2)(3 4)，(1 3)(2 4)，(1 4)(2 3)：位数 2

となる． □

演習 4 H は部分群であるので単位元 eをもつ．よって，aHa−1 ∋ aea−1 = eより aHa−1 ̸=
∅である．aha−1, aka−1 ∈ aHa−1（h, k ∈ H）とする．H は部分群であるので hk ∈ H より，

(aha−1)(aka−1) = ahka−1 ∈ aHa−1 が成り立つ．また，H は部分群であるので h−1 ∈ H より，

(aha−1)−1 = (a−1)−1h−1a−1 = ah−1a−1 ∈ aHa−1 が成り立つ．よって，定理 4.35より aHa−1

はGの部分群である． □

演習 5 n 次単位行列 E は E ∈ O(n) であるので，O(n) ̸= ∅ である．A,B ∈ O(n) とする．

まず，t(B−1)tB = t(BB−1) = tE = E より t(B−1) = (tB)−1 となるので，t(AB−1)(AB−1) =
t(B−1) tAAB−1 = t(B−1)B−1 = (tB)−1B−1 = (B tB)−1 = E−1 = E である．同様にして

(AB−1) t(AB−1) = Eも得られる．したがって，AB−1 ∈ O(n)が成り立つ．よって，定理 4.35よ

りO(n)はGL(n,R)の部分群である． □

演習 6 N はGの指数 2の部分群であるので，GのN による右剰余類分解は 2つの右剰余類に

よってG = N ∪ aN（a ∈ G−N，N ∩ aN = ∅）となる．まず，x ∈ N ならば xN = N = Nxが

成り立つ．次に，x ∈ aN（つまり，x ∈ Gかつ x /∈ N）ならば xN = aN であり，GのN による
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左剰余類分解はG = N ∪Na（N ∩Na = ∅）であるので，x /∈ N より x ∈ Na = G−N = aN と

なる．よって，xN = aN = Na = Nxが成り立つ．以上より，任意の x ∈ G = N ∪ aN について
xN = Nxが示せた．したがって，N はGの正規部分群である． □

演習 7 HをRの有限指数の部分群とし，n = [R : H]（<∞）とする．Rは加法群であるのでH

はRの正規部分群である．よって，剰余群R/H が得られる．R/H の位数は nであるので，任意

の r ∈ Rに対して nr ∈ H となる．よって，nR = {nr | r ∈ R } ⊂ H である．ところで，任意の

r ∈ Rは r = n r
n と書けるので，R ⊂ nRとなる．つまり，R = nRである．したがって，R ⊂ H

を得る．H ⊂ Rであったので，結局H = Rが従う．つまり，Rの有限指数の部分群は Rだけで
ある．よって，加法群 Rは R以外の有限指数の部分群をもたない． □

演習 8 Gを位数 4の群とする．このとき Gの元の位数は 1,2,4のいずれかである．Gが位数 4

の元をもてば，Gは位数 4の巡回群であるからG ≃ Z/4Zである．そこで，Gは位数 4の元をも

たないとする．このとき，位数が 1の元は単位元だけなので，Gは単位元 eと 3つの位数 2の元か

らなる群となる．すると，任意の a ∈ Gについて a2 = eが成り立つので，本章演習問題の演習 1

よりGは可換群である．Gの 3つの位数 2の元を σ, τ, ρで表す．もし στ = eならば σ = τ−1 = τ

となり矛盾，もし στ = σならば τ = eとなり矛盾，もし στ = τ ならば σ = eとなり矛盾である

ので，στ = ρでなければならない．同様にして τρ = σ, ρσ = τ となるので，Gが可換群であった

ことから，Gの演算表は次のようになる．

積 1 σ τ ρ

1 1 σ τ ρ

σ σ 1 ρ τ

τ τ ρ 1 σ

ρ ρ τ σ 1

よって，Gはクラインの 4元群（問 4.30）と一致し，G = ⟨σ, τ⟩である．そこで，Gから (Z/2Z)×
(Z/2Z)への写像 f を

f : G ∋ σiτ j 7−→ ( i, j ) ∈ (Z/2Z)× (Z/2Z) (i, j ∈ { 0, 1 })

により定めれば，f は同型写像であること直ちに確かめられ，同型G ≃ (Z/2Z)× (Z/2Z)が得ら
れる．以上より，位数 4の群は Z/4Zまたは (Z/2Z)× (Z/2Z)のいずれかと同型である．
なお，定理 5.14（アーベル群の基本定理）を用いれば，位数 4の元をもたない位数 4の可換群

は，4 = 22より (Z/2Z)× (Z/2Z)と同型であることが直ちに結論できる． □

演習 9 本章演習問題の演習 2で見たように，例 4.45の記号を用いれば，D4の位数 2の元は σ2，

τ，τσ，τσ2，τσ3の 5つある．一方，問 4.31の記号を用いれば，四元数群の位数 2の元は−Eた
だ 1つだけである．よって，D4と四元数群の間に同型写像をつくることはできない．実際，f を

D4から四元数群への同型写像とすると，f の単射性より像がEとなる元は eだけである．よって，
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たとえば σ2の像は f(σ2)2 = f(σ4) = f(e) = Eとなるが，f(σ2) ̸= Eより f(σ2)は位数 2の元と

なり，f(σ2) = −Eでなければならない．一方，f(τ についても f(τ)2 = f(τ2) = f(e) = Eとな

るので，同様に f(τ)も位数 2の元となり，f(τ) = −Eしかあり得ない．よって，f(σ2) = f(τ)と

なるが，これは f の単射性に矛盾する．したがって，D4と四元数群は同型ではない． □

演習 10 まず Aut(Z)について考える．f ∈ Aut(Z)とする．n ∈ Zについて nは 1の n個の

和なので，準同型性より f(n) = nf(1)が成り立つ．よって，f の像は f(1)の倍数全体，つまり，

Im(f) = ⟨f(1)⟩である．したがって，f が全射であるためには f(1) = ±1でなければならない．

f(1) = 1によって定まる準同型写像を改めて f1で表せば，f1(n) = nであるので，f1は恒等写

像 idZである．よって，f1は Zの自己同型写像である．また f(1) = −1によって定まる準同型写

像 f−1で表せば，f−1(n) = −nである．よって，f−1もZの自己準同型写像であることが直ちに確
かめられる．このとき，f2−1(n) = f−1(f−1(n)) = f−1(−n) = −(−n) = nとなるので，f2−1 = idZ

である．以上より，Aut(Z) = { idZ, f−1 } = ⟨f−1⟩ ≃ Z/2Zとなる．
次に Aut(Q)について考える．f ∈ Aut(Q)とする．まず Aut(Z)のときと同様に n ∈ Zにつ

いては f(n) = nf(1)である．また，m ∈ Z（m ̸= 0）とするとき，1は 1
m のm個の和であるの

で，f の準同型性より f(1) = mf( 1
m)となる．よって， 1

mf(1) = f( 1
m)が成り立つ．したがって，

正の有理数 r = n
m に対して，f(r) = nf( 1

m) = n 1
mf(1) = rf(1)となる．さらに準同型性より，

f(−r) = −f(r) = −rf(1)であるので，任意の q ∈ Qに対して f(q) = qf(1)が成り立つ．よって，

Aut(Q)の元 f は f(1)を決めることによって決定される．

f(1) = 0と定めると，f は零写像となり，f /∈ Aut(Q)である．そこで，a ∈ Q× = Q−{ 0 }とし
て，f(1) = aによって定まる写像を faで表せば，q ∈ Qに対して fa(q) = qaとなる．faは a倍写

像であり，例 4.88と同様に全単射な準同型写像となる．したがって，a ∈ Q×ならば fa ∈ Aut(Q)

である．

そこで，Aut(Q)からQ×への写像 σを

σ : Aut(Q) ∋ f 7−→ f(1) ∈ Q×

と定めれば，f(1)の値を一つ決めればf ∈ Aut(Q)が一つ決まるのでσは単射であり，任意のa ∈ Q×

に対して f(1) = aにより f ∈ Aut(Q)が得られたので σは全射である．さらに，f, g ∈ Aut(Q)

とすれば，σ(fg) = (fg)(1) = f(g(1)) = g(1)f(1) = f(1)g(1) = σ(f)σ(g) （g(1) ∈ Q×であるの

で g(1) = bとおけば f(b) = bf(1)である）より σは準同型である．したがって，σは同型であり，

Aut(Q) ≃ Q×となる． □

演習 11 Q/Zは加法群Qの（正規）部分群 Zによる剰余群である．任意の q ∈ Q/Zをとれば，
q = n

m（m,n ∈ Z，m ̸= 0）と表せるので，m倍するとmq = n = 0となる．よって，すべての

q ∈ Q/ZはQ/Zで有限位数である． □

演習 12 指数に 0も許し共通の素数を使って，mと nの素因数分解をm = pe11 p
e2
2 · · · perr ，n =

pf11 p
f2
2 · · · pfrr （eiと fiは 0以上の整数であり，p1, p2, . . . , pr はすべて相異なる素数）とする．こ
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のとき，hi = max(ei, fi)とおけば，問 3.35よりmと nの最小公倍数は l = ph1
1 p

h2
2 · · · phr

r である．

そこで，

mi =
m

peii
=

r∏
j=1, j ̸=i

p
ej
j ， ni =

n

pfii
=

r∏
j=1, j ̸=i

p
fj
j

とおき，ci ∈ Gを

ci =

{
ami （hi = ei ≥ fi のとき）

bni （hi = fi ≥ ei のとき）

と定めると，定理 4.117より ci ∈ Gの位数は phi
i である．よって，d1 = c1c2 ∈ Gとおけば，

gcd(ph1
1 , p

h2
2 ) = 1なので，問 4.124よりd1の位数はph1

1 p
h2
2 である．さらに，d2 = d1c3 = c1c2c3 ∈ G

とおけば，d1と c3の位数は互いに素なので，再び問 4.124より d2の位数は ph1
1 p

h2
2 p

h3
3 となる．こ

れを繰り返せば，d = c1c2 · · · cr ∈ Gとおくと，dの位数は ph1
1 p

h2
2 · · · phr

r = lとなる．したがって，

Gには位数 lの元が存在する． □

演習 13 (1) (i) [a, b] = e⇐⇒ aba−1b−1 = e⇐⇒ ab = baである．

(ii) [a, b][b, a] = (aba−1b−1)(bab−1a−1) = e であり，同様にして [b, a][a, b] = e であるので，

[a, b]−1 = [b, a]が従う．

(iii) 右辺の式を定義に従って計算すれば，

[cac−1, cbc−1] = (cac−1)(cbc−1)(cac−1)−1(cbc−1)−1

= cabc−1(ca−1c−1)(cb−1c−1)

= caba−1b−1c−1 = c[a, b]c−1

となる．

(2) Gが可換群であれば，任意の a, b ∈ Gは ab = baであるので，(1)の (i)より [a, b] = eであ

る．よって，D(G)は eで生成されるGの部分群，つまり，D(G) = { e }（単位群）である．逆に，
D(G)が単位群であれば，すべての交換子 [a, b]は eであるので，(1)の (i)より任意の a, b ∈ Gに

ついて ab = baが成り立つ．よって，Gは可換群である． □

演習 14 D(G) ⊂ H とする．h ∈ H と a ∈ Gに対して，aha−1 = [a, h]h ∈ H となるので，定

理 4.73よりHはGの正規部分群である．これよりGのHによる剰余群G/Hが得られる．また，

任意の a, b ∈ Gに対して，D(G) ⊂ H より [a−1, b−1]H = H である．よって，

(aH)(bH) = abH = ba[a−1, b−1]H = baH = (bH)(aH)

となる．したがって，剰余群G/H は可換群となる．

逆に，(2)が成り立つとする．このとき，任意の a, b ∈ Gに対して，(aH)(bH) = (bH)(aH)で

あるので，

[a, b]H = (aba−1b−1)H = (aH)(bH)(aH)−1(bH)−1 = H

となり，[a, b] ∈ H を得る．よって，D(G) ⊂ H である． □
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演習 15 (1) S1と S2は可換群であり，A1 = A2 = { e }であるので，本章末演習問題の演習 13

の (2)より n = 1, 2のときには主張は成り立つ．そこで，n ≥ 3とする．まず，Sn の交換子は

定義より偶置換であるので，D(Sn) ⊂ An が成り立つ．一方，相異なる自然数 i, j, k に対して

[(i j), (i k)] = (i j k)となることがすぐに確かめられる．よって，とくに i = 1，j = 2とおけば，

3 ≤ k ≤ nに対して [(1 2), (1 k)] = (1 2 k)が成り立つ．つまり，(1 2 k) ∈ D(Sn)である．定

理 4.62より，3 ≤ k ≤ nについて (1 2 k)はAnの生成系をなしたので，D(Sn) ⊃ Anが従う．以

上より，D(Sn) = Anである．

(2) まず，Sn ⊃ AnよりD(Sn) ⊃ D(An)となるので，(1)よりAn ⊃ D(An)は直ちに従う．よっ

て，逆向きの包含関係を示す．

相異なる自然数 i, j, k, l,mに対して [(i j m), (i k l)] = (i j k)となることが直ちに確かめられる．

よって，とくに i = 1，j = 2とおけば，相異なる3 ≤ k, l,m ≤ nに対して [(1 2m), (1 k l)] = (1 2 k)

が成り立つ．よって，(1 2 m), (1 k l) ∈ Anより，3 ≤ k ≤ nに対して (1 2 k) ∈ D(An)となる．

したがって，定理 4.62よりAn ⊂ D(An)である．以上より，D(An) = Anを得る． □

演習 16 (1) V に含まれる idでない 2つの元の積は残りの idでない元になることが計算により

確かめられる（これにより idでない元が交換律をみたすこともわかる）．idは単位元であるので，

以上のことより V は S4の演算で閉じている．また，単位元 idの逆元は単位元であり，互いに素

な互換の積は位数が 2であるので自分自身が逆元となる．これより V の元は V に逆元をもつ．し

たがって，定理 4.35より V は S4の部分群である．

さらに，(1 2)(3 4)と (1 3)(2 4)の積は (1 4)(2 3) であるので，V は (1 2)(3 4)と (1 3)(2 4)に

よって生成されることが従う．

(2) V からクラインの 4元群G = { 1, σ, τ, ρ }（問 4.30の記号）への写像 f を

V
f−→ G :


id 7−→ 1

(1 2)(3 4) 7−→ σ

(1 3)(2 4) 7−→ τ

(1 4)(2 3) 7−→ ρ

により定めると，作り方より全単射であり，また準同型であることも直ちに確かめられる．よっ

て，f は群の同型写像であり，V はクラインの四元群と同型である．本章演習問題の演習 8の解

答で調べたようにクラインの四元群は (Z/2Z)× (Z/2Z)と同型であったので，V ≃ Z/2Z×Z/2Z
となり，よって可換群となる．（なお，任意の σ ∈ V は σ2 = idを満たすので，本章演習問題の演

習 1からも V は可換群であることがわかる．）

(3) 任意の σ ∈ S4と 2つの互いに素な互換の積 τ = (i j)(k l)に対して，問 4.57により

στσ−1 = σ(i j)σ−1σ(k l)σ−1 = (σ(i) σ(j))(σ(k) σ(l)) ∈ V

が成り立つ（σが全単射であることも用いている）．また，任意のσ ∈ S4と idについても，σ idσ−1 =

id ∈ V が成り立つ．したがって，定理 4.73の (4)より部分群 V は S4の正規部分群である．

(4) 問 4.62よりA4 = ⟨(1 2 3), (1 2 4)⟩ である．また，

[(1 2 3), (1 2 4)] = (1 2)(3 4), [(1 2 3)2, (1 2 4)] = (1 3)(2 4)
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となることが直ちに確かめられる．よって，V の生成系 {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)}はA4の交換子で

与えられる．したがって，D(A4) ⊃ V である．一方，例 4.107よりA4は S4の正規部分群であり，

(3)より V はA4の正規部分群であったので，ラグランジュの定理より

|A4| =
|S4|

[S4 : A4]
=

4!

2
= 12, |A4/V | = |A4|

|V |
=

12

4
= 3

となる．よって，剰余群 A4/V は位数 3 の群である．位数が素数であるので，命題 4.123 より

A4/V ≃ Z/3Z であり，とくにA4/V は可換群である．よって，本章演習問題の演習 14の (2)よ

り V ⊃ D(A4)となる．したがって，D(A4) = V である．

最後に，V は可換群であるので，本章演習問題の演習 13より，D(V ) = { id }であることもわ
かる． □
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第 5章 問

問 5.3 (1) 行列の積の定義より明らか．

(2) まず (1) より gcd(A) | gcd(QAP )．また，A = Q−1(QAP )P−1 であり，P−1 と Q−1 の成

分はすべて整数であるから，再び (1) より gcd(QAP ) | gcd(A)．以上より gcd(QAP ) = gcd(A)

を得る． □

問 5.4 容易に確かめられるように

S2
ij = E, T 2

i = E, Uij(a)Uij(b) = Uij(a+ b)

が成り立つ．これより直ちに主張を得る． □

問 5.12 (1) x, y ∈ Gtor とすると，mx = ny = 0 となるような m,n ∈ Z>0 が存在する．この

とき

(mn)(x− y) = (mn)x− (mn)y = n(mx)−m(ny) = 0− 0 = 0

となるから，x− y ∈ Gtor．また，0 ∈ Gtor より Gtor は空でない．したがってGtor は G の部分

群である．

(2) x = (x1, x2, . . . , xr) ∈ G (xi ∈ Gi)とするとき，n ∈ Z>0 に対してnx = (nx1, nx2, . . . , nxr)

が成り立つ．とくに nx = (0, 0, . . . , 0) であれば，各 i について nxi = 0．したがって x ∈ Gtor

ならば xi ∈ (Gi)tor となる．逆に，各 i について nixi = 0 であれば，n := n1n2 · · ·nr に対して
nx = (0, 0, . . . , 0)．したがって xi ∈ (Gi)tor ならば x ∈ Gtor となる．以上より，x ∈ Gtor であ

るためには，各 i について xi ∈ (Gi)tor であることが必要かつ十分であることがわかる．つまり，

集̇合̇ Gtor は直積集̇合̇ (G1)tor × (G2)tor × · · · × (Gr)tor に一致する．これが群̇の直積分解でもある

ことは，群の直積の定義より明らかである． □

問 5.22 (1) χ̃ ∈ Ker(ϖ∗)とすると，任意の a ∈ Gに対して χ̃(ϖ(a)) = 1，すなわち χ̃(aH) = 1

が成り立つから，χ̃ は G/H の単位指標となる．よってϖ∗ は単射である．

(2) まず，a ∈ H に対しては χ̃(ϖ(a)) = χ̃(H) = 1 が成り立つから，Im(ϖ∗) ⊂ AG(H)．

逆に，χ ∈ AG(H) とするとき，χ̃ : G/H → C× を χ̃(aH) = χ(a) により定めることができ

る．実際，aH = bH をみたす a, b ∈ G に対し，b = ah (h ∈ H) とすると，χ(h) = 1 より

χ(b) = χ(ah) = χ(a)χ(h) = χ(a) となる．こうして定めた写像 χ̃ は，容易にわかるように群の準

同型であり，G/H の指標を与える．また，明らかにϖ∗(χ̃) = χ．以上より Im(ϖ∗) = AG(H) を

得る． □
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第 5章 演習問題

演習 1 M = ⟨a⟩ に定理 5.2 を適用すると，1 次独立なベクトル u1,u2, . . . ,un ∈ Zn と c ∈ Z>0

で

Zn = ⟨u1,u2, . . . ,un⟩, M = ⟨cu1⟩

をみたすものが存在することがわかる．後者の等式より a = ±cu1がわかるから，cは a1, a2, . . . , an

の公約数である．したがって仮定より c = 1 となり，a = ±u1 を得る．他方，前者の等式よ

り行列
(
u1 u2 . . . un

)
は正則，したがってその行列式は ±1 であることがわかる．以上より

det
(
a u2 . . . un

)
= ±1 がわかる．この行列式が −1 の場合には，u2 を −u2 で置き換えれば行

列式が 1 となるようにできる． □

演習 2 定理 5.6 より，n 次の正則行列 P,Q と a1, a2, . . . , as ∈ Z>0 で

QAP =

 a1 0a2 . . .
as0


をみたすものが存在する．このとき，| det(P )| = | det(Q)| = 1 より，

| det(A)| =

{
a1a2 · · · an (s = n の場合)

0 (s < n の場合)
.

また，u1,u2, . . . ,un ∈ Zn を

Q−1 =
(
u1 u2 . . . un

)
により定めると，定理 5.2 の証明と同様にして

Zn = ⟨u1,u2, . . . ,un⟩, Im(f) = ⟨a1u1, a2u2, . . . , asus⟩

がわかる．さらに，補題 5.10 より

Zn/ Im(f) ∼= (Z/a1Z)× (Z/a2Z)× · · · × (Z/asZ)× Zn−s

となるから，

[Zn : Im(f)] =

{
a1a2 · · · an (s = n の場合)

∞ (s < n の場合)
.

以上より主張を得る． □
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演習 3 (1) 位数 1 の（アーベル）群は単位群 { 0 } の 1 通り．

(2) 素数 p = 2, 3, 5, 7 に対し，位数 p の（アーベル）群は Z/pZ の 1 通り（命題 4.123 も参照

のこと）．

(3) 位数 4 のアーベル群は Z/4Z, (Z/2Z)× (Z/2Z) の 2 通り．

(4) 位数 6 のアーベル群は Z/6Z の 1 通り．

(5) 位数 8 のアーベル群は Z/8Z, (Z/2Z)× (Z/4Z), (Z/2Z)× (Z/2Z)× (Z/2Z) の 3 通り．

(6) 位数 9 のアーベル群は Z/9Z, (Z/3Z)× (Z/3Z) の 2 通り．

(7) 位数 10 のアーベル群は Z/10Z の 1 通り． □

演習 4 f̂χ, ĝχ の定義より∑
χ∈Ĝ

f̂χ ĝχ =
∑
χ∈Ĝ

(∑
a∈G

f(a)χ(a)
)(∑

b∈G
g(b)χ(b)

)
=
∑
a∈G

∑
b∈G

f(a) g(b)
∑
χ∈Ĝ

χ(a)χ(b).

ここで，命題 5.25 の (2) より

∑
χ∈Ĝ

χ(a)χ(b) =
∑
χ∈Ĝ

χ(a−1b) =

{
|G| (a = b の場合)

0 (a ̸= b の場合)

がわかるから， ∑
χ∈Ĝ

f̂χ ĝχ = |G|
∑
a∈G

f(a) g(a)

となる． □

演習 5 数列の周期性より，群 Z/mZ 上の複素数値関数 f を

f(k +mZ) := ak (k ∈ Z≥0)

により定義することができる．また，指標群 (Z/mZ)∧ は

χ(k +mZ) := ζkm (k ∈ Z)

により定義される χ で生成される，位数 m の巡回群である．したがって，関数 f に系 5.26 を

適用すると，

f̂χl =
m−1∑
k=0

f(k +mZ)χl(k +mZ) =
m−1∑
k=0

ak ζ
−kl
m (0 ≤ l ≤ m− 1)

に対して

f(k +mZ) =
1

m

m−1∑
l=0

f̂χl χl(k +mZ) =
1

m

m−1∑
l=0

f̂χl ζklm (0 ≤ k ≤ m− 1)

が成り立つことがわかる． □
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第 6章 問

問 6.16 n · a = (
∑n

i=1 1)a =
∑n

i=1 1 · a =
∑n

i=1 a = naとなる．

なお，Z ⊂ Rであれば，整数倍の定め方から 1 ∈ ZはRの単位元である．Zの元の差や積も再
び Zの元であるので，6.2節の用語を用いれば，定理 6.39より Zは Rの部分環ということにな

る． □

問 6.17 (1)分配律を用いると，差の定義と命題 6.15より，a(b−c) = a(b+(−c)) = ab+a(−c) =
ab+ (−ac) = ab− acとなる．同様にして，(a− b)c = ac− bcも示せる．

(2) (a+b)+(−a−b) = a+b+(−a+(−b)) = a+b+(−a)+(−b) = a+(−a)+b+(−b) = 0+0 = 0

であり，加法は交換律をみたすので，a+bの加法の逆元は−a−bである．つまり，−(a+b) = −a−b
が成り立つ．同様にして，(a− b) + (−a+ b) = 0より，−(a− b) = −a+ bが成り立つこともわか

る． □

問 6.18 Aが左零因子であるとすると，AB = Oとなる n次正方行列B ̸= Oが存在する．とく

に，Bの列ベクトル x ∈ Rn，x ̸= oで Ax = oとなるものが存在するので，det(A) = 0である．

よって，(1) ⇒ (3)が従う．

次に，det(A) = 0とすると，Ax = oなる列ベクトル x ∈ Rn，x ̸= oが存在する．そこで，す

べての列ベクトルが xである n次正方行列をB = (x x · · · x)とすれば，B ̸= OかつAB = Oと

なるので，Aは左零因子である．よって，(3) ⇒ (1)が得られる．

ところで，Aが左零因子であれば，det(A) = 0なので，Aの転置行列 tAについても det(tA) = 0

となる．よって，tAも左零因子であり，tAC = Oとなる n次正方行列C ̸= Oが存在する．この両

辺の転置をとれば，tCA = Oかつ tC ̸= Oであるので，Aは右零因子でもある．Aが右零因子で

ある場合にも，同様にしてAは左零因子となることがわかるので，(1) ⇔ (2)が従う．

以上より，(1), (2), (3)は同値である． □

問 6.50 次数 nに関する数学的帰納法で示す．n = 0とすると，f(x) = a（a ∈ R，a ̸= 0）で

あるので，任意の c ∈ Rに対して f(c) = a ̸= 0である．つまり．根は 0個である．n = 1の

ときは，1次多項式 f(x) = ax + b（a, b ∈ R，a ̸= 0）が 2つの根 c, c′ ∈ Rをもったとすると，

ac+ b = 0 = ac′ + bより ac = ac′となるが，Rは整域であるので，命題 6.21より c = c′を得る．

よって，Rにおける根は高々1つである．

n > 1とし，n未満のときには主張が成り立つと仮定する．a ∈ Rを f(x)の根とすれば，系 6.49

（因数定理）よりf(x) = (x−a)f1(x)となるf1(x) ∈ R[x]が存在する．命題 6.46よりdeg(f1) = n−1

であるので，帰納法の仮定より Rにおける f1(x)の相異なる根は高々n − 1個である．b ∈ Rを

b ̸= aなる f(x)の根とすると，0 = f(b) = (b−a)f1(b)であるが，Rが整域であるので，命題 6.21

より b ̸= aから f1(b) = 0が従う．つまり，Rにおける aと異なる f(x)の根は f1(x)の高々n− 1

個の根のいずれかと一致する．したがって，Rにおける f(x)の相異なる根は高々n個である． □
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問 6.61 (1) まず I ∩ J ∋ 0より，I ∩ J ̸= ∅である．a, b ∈ I ∩ J とする．a, b ∈ I かつ a, b ∈ J

であり，Iも J も左イデアルであるので，a+ b ∈ Iかつ a+ b ∈ J となる．よって，a+ b ∈ I ∩ J
である．また，r ∈ Rとすると，再び I と J は左イデアルであることより，ra ∈ I かつ ra ∈ J と

なる．よって，ra ∈ I ∩ J である．以上より，I ∩ J はRの左イデアルである．

次に I0を I にも J にも含まれるRの左イデアルとすると，I0 ⊂ I ∩ J である．I ∩ J ⊂ I かつ

I ∩ J ⊂ J であるから，I ∩ J は Iにも J にも含まれるRの左イデアルのうち包含関係において最

大のものである．

(2) I ∪JをRの左イデアルと仮定すると，a ∈ I，b ∈ Jについて，a, b ∈ I ∪Jより a+b ∈ I ∪J
となる．よって，a+ b ∈ I または a+ b ∈ J である．仮に a+ b ∈ I とすれば，a+ b = c（c ∈ I）

と書けるので，b = c− a ∈ I を得る．つまり，J ⊂ I が従う．また a+ b ∈ J とすれば，同様にし

て I ⊂ J が従う．以上より，I ∪ J がRの左イデアルならば，J ⊂ Iまたは I ⊂ J となる．この逆

が成り立つことも直ちにわかるので，次が成り立つ．

I ∪ J はRの左イデアルである⇐⇒ J ⊂ I または I ⊂ J となる

したがって，J ⊂ I または I ⊂ J を満たさない I と J の組を選べば，I ∪ J は Rの左イデアルと

はならない．たとえば，Zのイデアルとして I = (10)と J = (6)をとれば，I ∪ J は Zのイデア
ルではない（10, 6 ∈ I ∪ J であるが，10 + 6 = 16 /∈ I ∪ J である）．
(3)

∩
i Ii ∋ 0より

∩
i Ii ̸= ∅である．a, b ∈

∩
i Iiとすると，任意の iについて a, b ∈ Iiであり，

Iiは左イデアルであるから，各 iについて a + b ∈ Iiとなる．よって，a + b ∈
∩

i Iiが成り立つ．

また，r ∈ Rとすれば，再び Ii は Rの左イデアルより，各 iについて ra ∈ Ii となる．よって，

ra ∈
∩

i Iiが成り立つ．以上より．
∩

i IiはRの左イデアルである． □

問 6.62 (1) I + J ∋ 0 + 0 = 0であるので，I + J ̸= ∅である．c, d ∈ I + J，r ∈ Rとする．こ

のとき，c = a+ b，d = a′ + b′（a, a′ ∈ I，b, b′ ∈ J）と書けて，I と J がRの左イデアルなので，

a+a′ ∈ I，b+b′ ∈ J，ra ∈ I，rb ∈ Jより，c+d = (a+a′)+(b+b′) ∈ I+J，rc = ra+rb ∈ I+J

となる．したがって，I + J はRの左イデアルである．

次に I0を I と J を含む Rの左イデアルとする．a ∈ I と b ∈ J について a, b ∈ I0であるので，

a+ b ∈ I0となる．よって，I + J ⊂ I0である．I, J ⊂ I + J であるから，I + J は包含関係にお

いて I と J を含む最小のRの左イデアルである．

(2) IJ ∋ 0 · 0 = 0より IJ ̸= ∅である．c, d ∈ IJ，r ∈ Rとする．このとき，c =
∑

i aibi，

d =
∑

i a
′
ib

′
i （ai, a

′
i ∈ I，bi, b′i ∈ J，cと dは有限和）と書けて，c + dは I と J の元の積の

有限和であるので，c + d ∈ IJ となる．また，I が R の左イデアルより rai ∈ I となるので，

rc =
∑

i(rai)bi ∈ IJ である．したがって，IJ はRの左イデアルである．

次に I0を Sを含むRの左イデアルとすると，I0は Sの元の有限和も含むので，IJ の元はすべ

て I0に含まれる．よって，IJ ⊂ I0である．一方，S ⊂ IJ であるから，IJ は Sを含むRの左イ

デアルのうち包含関係において最小のものである．

(3) Iと Jが右イデアルであれば，IJが右イデアルであることは (2)と同様に示すことができる．

よって，このことと (2)より，I と J が両側イデアルであれば，IJ はRの両側イデアルである．
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また，
∑

i aibi ∈ IJ（ai ∈ I，bi ∈ J，和は有限和）とすると，I と J は（両側）イデアルであ

るので，aiをRの元とみれば aibi ∈ J であり，biをRの元とみれば aibi ∈ I となる．よって，各

iについて aibi ∈ I ∩ J である．I ∩ J はイデアルであるので，
∑

i aibi ∈ I ∩ J が従う．よって，
IJ ⊂ I ∩ J を得る．
(4) nに関する数学的帰納法で示す．まず n = 2のときを示す．(3)より I1I2 ⊂ I1 ∩ I2 であ

るので，この逆向きの包含関係を示す．仮定より b1 + b2 = 1となる bi ∈ Iiが存在する．任意の

a ∈ I1 ∩ I2 について，a = a · 1 = ab1 + ab2 と書ける．ここで，a ∈ I2 とみれば，b1 ∈ I1 よ

り ab1 ∈ I2I1 = I1I2 である．また，a ∈ I1 とみれば，b2 ∈ I2 より ab2 ∈ I1I2 である．よって，

a = ab1 + ab2 ∈ I1I2を得る．したがって，I1 ∩ I2 ⊂ I1I2である．以上より，I1I2 = I1 ∩ I2が成
り立つ．

次に n− 1まで成り立つとして nのときを示す．まず，相異なる iと jについて Ii + Ij = Rで

あるので，後述の注意 6.101より I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In−1 + In = Rが従う．よって，帰納法の仮定

より I1 · · · In−1 + In = Rが成り立つ．これより n = 2の場合が適用できて，帰納法の仮定より

I1I2 · · · In−1In = (I1I2 · · · In−1)In = I1I2 · · · In−1∩In = (I1∩I2∩· · ·∩In−1)∩In = I1∩I2∩· · ·∩In
が得られる．したがって，nのときにも主張が成り立つ． □

問 6.63 まず左イデアルについての主張を示す．a ∈ Rとする．Ra ∋ 1 · a = aであるので，

Ra ̸= ∅である．b, c ∈ Ra，r ∈ Rとする．b = pa, c = qa（p, q ∈ R）と書けて，p + q ∈ Rよ

り b + c = (p + q)a ∈ Raである．また，rp ∈ Rより rb = (rp)a ∈ Raである．よって，Raは

Rの左イデアルである．ai ∈ RについてRaiは aiを含むRの左イデアルであるので，問 6.62よ

り Ra1 + Ra2 は Rの左イデアルであり，a1 = a1 + 0, a2 = 0 + a2 ∈ Ra1 + Ra2 をみたす．こ

れよりさらに問 6.62を用いれば，Ra1 + Ra2 + Ra3 = (Ra1 + Ra2) + Ra3 も Rの左イデアル

であり，a1, a2, a3 ∈ Ra1 + Ra2 + Ra3をみたす．よって，これを繰り返せば，Ra1 + · · · + Ran

はM = { a1, . . . , an }を含む Rの左イデアルである．一方，Il はM を含む左イデアルであるの

で，各 iについて Il ⊃ Raiであり，よって，Il ⊃ Ra1 + · · ·+Ranとなる．ところで，IlはM を

含む最小の左イデアルであり，Ra1 + · · ·+RanもM を含む左イデアルであるので，最小性より

Il = Ra1 + · · ·+Ranとなる．

Irと I についての主張も同様に示すことができる． □

問 6.67 (a) = aZ， (b) = bZであるので，定理 3.16より，I + J = aZ+ bZ = gZ = (g)，およ

び，I ∩ J = aZ ∩ bZ = lZ = (l)を得る．

あとは IJ = (ab)を示せばよい．まず IJ ∋ abより IJ ⊃ (ab)が成り立つ．一方，
∑

i aibi ∈ IJ

（ai ∈ I，bi ∈ J，和は有限和）とすると，aiは aの倍数，biは bの倍数であるので，ab | aibiであ
り，ab |

∑
i aibiとなる．よって，IJ ⊂ (ab)が成り立つ．したがって，IJ = (ab)を得る． □

問 6.68 仮に (x, 2)が単項イデアルとすると，ある f(x) ∈ Z[x]があって (f(x)) = (x, 2)とな

る．よって，x = f(x)g(x)かつ 2 = f(x)h(x)（g(x), h(x) ∈ Z[x]）と書ける．命題 6.46より，

2 = f(x)h(x)であることから f(x)は 0でない定数（整数）であり，よって，f(x) = ±1または
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f(x) = ±2のいずれかである．f(x) = ±2とすれば，x = ±2g(x)となるが，左辺はモニックであり，

右辺はすべての係数が 2の倍数であるので，これは矛盾となる．したがって，f(x) = ±1でなければ

ならない．しかし，f(x) = ±1とすると，±1 ∈ (x, 2)より±1 = xp(x)+2q(x)（p(x), q(x) ∈ Z[x]）
と書けて，これに x = 0を代入すると±1 = 2p(0)という Zでの等式が従い，これも矛盾である．
以上より，(x, 2)は単項イデアルではない． □

問 6.69 c ∈ I+Jとすると，c = a+ b（a ∈ I，b ∈ J）であり，a = r1a1+ r2a2，b = r3b1+ r4b2

（ri ∈ R）と書けるので，c = r1a1 + r2a2 + r3b1 + r4b2 ∈ (a1, b1, a2, b2)となる．よって，I + J ⊂
(a1, b1, a2, b2)である．一方，I ∋ 0, a1, a2かつ J ∋ 0, b1, b2であるので，I + J ∋ a1, a2, b1, b2とな

る．I + J はイデアルであるので，これより I + J ⊃ (a1, b1, a2, b2)である．以上より，I + J =

(a1, b1, a2, b2)が従う．

IJ = (a1b1, a1b2, a2b1, a2b2)についても同様に示すことができる． □

問 6.81 まず例 6.80より，剰余環 Z/mZの完全代表系として { a | 0 ≤ a ≤ m − 1 }がとれる．
a ∈ (Z/mZ)× となることは，ab = 1となる b ∈ Zが存在することである．ab = 1は ab ≡ 1

(mod m)をみたすことであるので，a ∈ (Z/mZ)×となることは，ab+mc = 1となる b, c ∈ Zが
存在することと同値であり，定理 3.21より後者の条件は gcd(a,m) = 1となることと同値である．

よって，Z/mZの単元群は 1 ≤ a ≤ m− 1となる自然数のうち gcd(a,m) = 1をみたす aの代表す

る剰余類 aで構成される．（なお，aがmと互いに素ならば，aに含まれる元 a′は a ≡ a′ (mod m)

をみたすので，aはどの代表元をとってもmと互いに素である．） □

問 6.91 (1) 0 ∈ Iより f(0) = 0 ∈ f(I)であるので f(I) ̸= ∅である．a′ = f(a), b′ = f(b) ∈ f(I)

（a, b ∈ I），r′ = f(r) ∈ Im(f)（r ∈ R）とすると，f の準同型性と I が左イデアルであることよ

り，a′ + b′ = f(a) + f(b) = f(a+ b) ∈ f(I)，および，r′a′ = f(r)f(a) = f(ra) ∈ f(I)が成り立

つ．よって，f(I)は Im(f)の左イデアルである．

I が右イデアルや両側イデアルの場合も同様に示せる．

(2) 0 ∈ I ′ より f−1(I ′) ⊃ f−1(0) ∋ 0であるので f−1(I ′) ̸= ∅である．a, b ∈ f−1(I ′)，r ∈ R

とする．a′ = f(a), b′ = f(b) ∈ I ′ とおけば，f の準同型性と I ′ が左イデアルであることより，

f(a + b) = f(a) + f(b) ∈ I ′，および，f(ra) = f(r)f(a) ∈ I ′となる．よって，a + b ∈ f−1(I ′)，

および，ra ∈ f−1(I ′)が成り立つ．したがって，f−1(I ′)はRの左イデアルである．

I ′が右イデアルや両側イデアルの場合も同様に示せる． □

問 6.94 まず，f の準同型性と I = Ker(f)であることより

a+ I = b+ I ⇐⇒ a− b ∈ I ⇐⇒ f(a− b) = 0′ ⇐⇒ f(a) = f(b)

が成り立つ．ここで，0′はR′の零元である．よって，この右向きの矢印より写像 f は代表元のと

り方に依らず定義されることがわかり，この左向きの矢印と f(a) = f(a)より f が単射であること
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が従う．また，a, b ∈ R/Iについて，f(a+ b) = f(a+ b) = f(a+ b) = f(a)+ f(b) = f(a)+ f(b)，

f(ab) = f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a)f(b)，および，f(1R) = f(1R) = 1R′ となるので，f は

環準同型写像であり，よって，環の単準同型写像である．さらに，Im(f) = Im(f)であるので，最

後の環同型も従う． □

問 6.106 (a1, . . . , ar) ∈ R×
1 × · · · × R×

r とする．各 iについて ai ∈ R×
i より aibi = eRi となる

bi ∈ Riが存在する．このとき，(a1, . . . , ar)(b1, . . . , br) = (eR1 , . . . , eRr)であるので，(a1, . . . , ar) ∈
(R1×· · ·×Rr)

×が従う．つまり，R×
1 ×· · ·×R×

r ⊂ (R1×· · ·×Rr)
×である．そこで，(a1, . . . , ar) ∈

R×
1 × · · ·×R×

r に (a1, . . . , ar)自身を対応させることにより，R×
1 × · · ·×R×

r から (R1× · · ·×Rr)
×

への写像 f を定める．このとき，f の定め方（f は包含写像である）より f は群の単準同型である．

また，任意の (a1, . . . , ar) ∈ (R1 × · · · × Rr)
×に対して，(a1, . . . , ar)(b1, . . . , br) = (eR1 , . . . , eRr)

となる (b1, . . . , br) ∈ (R1 × · · · × Rr)
×が存在する．とくに aibi = eRi であるので，各 iについて

ai ∈ R×
i が従う．よって，(a1, . . . , ar) ∈ R×

1 × · · · × R×
r となるので，f は全射である．したがっ

て，f は群同型であり，(R1 × · · · ×Rr)
× ≃ R×

1 × · · · ×R×
r が従う． □

問 6.109 (1) φ(10!) = φ(28 · 34 · 52 · 7) = φ(28)φ(34)φ(52)φ(7) = 27 · (33 · 2) · (5 · 4) · 6 =

211 · 34 · 5 = 829, 440．

(2) まず，オイラー関数の値は φ(1) = φ(2) = 1以外は偶数になることに注意する．実際，nが

奇素数 pを素因子にもてば，命題 6.108より (p− 1) | φ(n)となるので φ(n)は偶数である．また，

nが 2以外の偶数ベキ 2e（e ≥ 2）であれば，再び命題 6.108より φ(n) = 2e−1 ≥ 2となるので

φ(n)は偶数である．

φ(n) = 18となる自然数 nを求めるためには，命題 6.108より，18の約数による分解を考えれば

よい（このとき，φ(2) = 1であるので約数として 1も対象に考える）．18 = 1 · 2 · 32であるので，
1, 2, 3の組み合わせで 18の分解を作ればよいが，オイラー関数は 1以外の奇数にはならないので，

考える分解は 18 = 18と 18 = 1 · 18の 2つだけである．よって，pを奇素数とするとき，n = pe

または n = 2pe（eは自然数）のいずれかである．まず n = peの場合，φ(pe) = pe−1(p− 1)であ

るので，e = 1ならば n = 19であり，e ≥ 2ならば n = 33であることがわかる．n = 2peの場合

はこれに 2をかけた値であるので，n = 2 · 19と n = 2 · 33が得れれる．したがって，φ(n) = 18

となる自然数 nは n = 19, 27, 38, 54の 4つである． □

問 6.112 3737
37
の法 17での値を求めればよい．まず，17は素数であるので，フェルマーの小定

理（系 6.111）より，法 17における肩の指数部分は法 φ(17) = 16で考えれば十分である．フェル

マー-オイラーの定理（定理 6.110）を用いれば，肩の指数部分は，φ(16) = 8より

3737 ≡ 54·8+5 ≡ 55 ≡ 252 · 5 ≡ 92 · 5 ≡ 5 (mod 16)

となる．よって，

3737
37 ≡ 35 ≡ 27 · 9 ≡ 10 · 9 ≡ 5 (mod 17)

が得られる．したがって，3737
37
を 17で割った余りは 5である． □
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問 6.142 α = a + b
√
5i, β = c + d

√
5i ∈ Z[

√
5i] （a, b, c, d ∈ Z）について 11 | αβ であ

るとする．複素共役をとれば 11 | αβ である．よって，複素共役との積をとれば，Z において
11 | (a2 + 5b2)(c2 + 5d2)が得られる．11は素数（Zの素元）なので，これより 11 | (a2 + 5b2)ま

たは 11 | (c2 + 5d2)である．そこで，仮に 11 | (a2 + 5b2)とする．このとき，a, bの可能な組み合

わせを法 11で探すと，次の表の結果を得る．ここで，縦は法 11での aの値，横は法 11での bの

値であり，縦と横に対応する部分は法 11での a2 + 5b2の値である．

a\b 0 1, 10 2, 9 3, 8 4, 7 5, 6

0 0 5 9 1 3 4

1, 10 1 6 10 2 4 5

2, 9 4 9 2 5 7 8

3, 8 9 3 7 10 1 2

4, 7 5 10 3 6 8 9

5, 6 3 8 1 4 6 7

これより，11 | (a2 + 5b2)となるのは a ≡ b ≡ 0 (mod 11)だけである．したがって，Z[
√
5i]にお

いて 11 | αが得られる．仮に 11 | (c2 + db2)とすれば同様にして 11 | β が得られるので，11は

Z[
√
5i]の素元である． □

第 6章 演習問題

演習 1 Z[
√
2]は実数体Rの部分集合である．α = a+ b

√
2, β = c+d

√
2 ∈ Z[

√
2]（a, b, c, d ∈ Z）

とすると，α− β = (a− c) + (b− d)
√
2 ∈ Z[

√
2]，かつ，αβ = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)

√
2 ∈ Z[

√
2]

であり，また 1 = 1 + 0
√
2 ∈ Z[

√
2]であるので，定理 6.39（部分環の判定定理）より Z[

√
2]は実

数体 Rの部分環である．したがって，命題 6.42より Z[
√
2]は整域である． □

演習 2 Q[
√
3]は実数体Rの部分集合であり，本章末演習問題の演習 1と同様にして定理 6.39と

命題 6.42よりQ[
√
3]は整域であることがわかる．また，α = a+ b

√
3 ∈ Q[

√
3]（a, b ∈ Q）につ

いて，α ̸= 0ならば， 1
α = a

a2−3b2
− b

a2−3b2

√
3 ∈ Q[

√
3] が αの逆元となるので，α ̸= 0は可逆であ

る．したがって，Q[
√
3]は体である．（なお，Q[

√
3]は Z[

√
3]の商体であり，通常Q(

√
3)と表され

る．） □

演習 3 (1) 2次の行列の計算を行えば直ちに確かめられる．

(2) X = aE + bI + cJ + dK,X = aE − bI − cJ − dK ∈ Hについて，(1)の関係を利用すれば，

XX = (aE+bI+cJ+dK)(aE−bI−cJ−dK) = a2E−abI−acJ−adK+abI+b2E−bcK+bdJ+

acJ+ bcK+ c2E− cdI+adK− bdJ+ cdI+d2E = a2E+ b2E+ c2E+d2E = (a2+ b2+ c2+d2)E

となる．XX = (a2 + b2 + c2 + d2)Eも同様にして確かめられる．
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(3) X = aE + bI + cJ + dK =

(
a+ bi c+ di

−c+ di a+ bi

)
∈M(2,C)（ここで，複素数 αに対して αは

αの複素共役である）より

H =

{(
α β

−β α

) ∣∣∣∣ α, β ∈ C
}

となる．とくに，Hは複素数成分の 2次正方行列の全体のなす環M(2, ;C)の部分集合である．こ

こで，X =

(
α β

−β α

)
, Y =

(
α′ β′

−β′ α′

)
∈ Hについて，

X − Y =

(
α− α′ β − β′

−β − β′ α− α′

)
, XY =

(
αα′ − ββ′ αβ′ + α′β

−αβ′ + α′β αα′ − ββ′

)

よりX − Y,XY ∈ Hが成り立ち，E ∈ Hであるので，定理 6.39よりHはM(2,C)の部分環であ
る．さらに，X = aE + bI + cJ + dK ∈ Hについて，X ̸= 0であれば，a2 + b2 + c2 + d2 ̸= 0で

あるので，(2)よりX 1
a2+b2+c2+d2

X = 1
a2+b2+c2+d2

XX = Eが従う．よって， 1
a2+b2+c2+d2

X はX

の逆元であり，X ̸= 0は可逆元となる．したがって，Hは斜体である．とくに，(1)より，たとえ

ば IJ = −JI ̸= JI であるので，Hは非可換である． □

演習 4 pを素数とし，p個の元からなる可換環をR，a ∈ Rを 0でない元とする．aの生成する

単項イデアル (a)はRを加法群とみたときRの部分群である．よって，ラグランジュの定理（定

理 4.69）より (a)の位数は 1または pである．いま a ̸= 0かつ (a) ∋ 0, aなので，(a)の位数は p

である．よって，(a) = Rであり，とくに 1 ∈ (a)であるので，ra = 1となる r ∈ Rが存在する．

したがって，aはRの可逆元である．以上より，Rは体である． □

演習 5 剰余環 Z/7Zにおける和と積を計算すれば次の演算表が得られる．

Z/7Zでの和
和 0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 1 2

4 4 5 6 0 1 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 6 0 1 2 3 4 5

Z/7Zでの積
積 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1
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同様にして，剰余環 Z/8Zにおける和と積の演算表は，

Z/8Zでの和
和 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6 7 0

2 2 3 4 5 6 7 0 1

3 3 4 5 6 7 0 1 2

4 4 5 6 7 0 1 2 3

5 5 6 7 0 1 2 3 4

6 6 7 0 1 2 3 4 5

7 7 0 1 2 3 4 5 6

Z/8Zでの積
積 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7

2 0 2 4 6 0 2 4 6

3 0 3 6 1 4 7 2 5

4 0 4 0 4 0 4 0 4

5 0 5 2 7 4 1 6 3

6 0 6 4 2 0 6 4 2

7 0 7 6 5 4 3 2 1

となり，剰余環 Z/12Zにおける和と積の演算表は，

Z/12Zでの和
和 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1

3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2

4 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3

5 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4

6 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5

7 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6

8 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7

9 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8

10 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

11 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Z/12Zでの積
積 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

3 0 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9

4 0 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8

5 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7

6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6

7 0 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5

8 0 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4

9 0 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3

10 0 10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2

11 0 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

となる． □

演習 6 問 6.81よりZ/60Zの可逆元は 60と互いに素な代表元をもつ剰余類であるので，1, 7, 11,

13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59の φ(60) = 16個が可逆元である．つまり，単元

群は

(Z/60Z)× = { 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59 }

となる．

命題 6.30より可逆元は零因子ではない．一方，60と互いに素でない代表元をもつ剰余類 aはす

べて零因子となる．実際，a ∈ Z，0 ≤ a < 60について gcd(a, 60) = b ̸= 1とすると，bc = 60と

なる c ∈ Z（0 < c < 60）が存在して，c ̸= 0かつ a c = 0 となるので，aは零因子となる．した

がって，可逆元でない元はすべて零因子である．具体的に書けば，0, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14,

15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 45, 46, 48, 50,

51, 52, 54, 55, 56, 57, 58 の 60− φ(60) = 44個が零因子である． □

演習 7 命題 6.114より，剰余環Z/60Zのイデアルは (60)を含むZのイデアルと一対一に対応す
る．よって，命題 6.70より 60の約数の生成する Zの単項イデアルに対応する Z/60Zのイデアル
を求めればよい．したがって，剰余環 Z/60Zのイデアルは，(0), (1), (2), (3), (4), (5), (6), (10),

(12), (15), (20), (30)の 12個である．

次に，イデアルの包含関係を調べる．まず，(1) = Z/60Zより (1)は極大イデアルではない．

次に，(2), (3), (5) は素数が生成する単項イデアルであるので，これらを真に含むイデアルは

(1) = Z/60Zだけである．よって，この 3つは極大イデアルである．その他のイデアルについて

は，(1) ⊃ (2) ⊃ (0)，(1) ⊃ (2) ⊃ (4)，(1) ⊃ (2) ⊃ (6)，(1) ⊃ (2) ⊃ (10)，(1) ⊃ (2) ⊃ (12)，

(1) ⊃ (3) ⊃ (15)，(1) ⊃ (2) ⊃ (20)，(1) ⊃ (2) ⊃ (30) であるので，極大イデアルではない．した

がって，極大イデアルは (2), (3), (5)の 3個である．
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最後に，Z/60Zの素イデアルを求める．まず Z/60Zは整域ではないので，系 6.117より (0)

は素イデアルではない．また，系 6.116より極大イデアルである (2), (3), (5)は素イデアルであ

る．この他に素イデアルがないことを確認する．a ̸= 0とし，(a)を Z/60Zのイデアルとする．a
は 60の正の約数ととれるので，gcd(a, 60) = aである．よって，命題 5.11より (Z/mZ)/(a) =

(Z/mZ)/a(Z/mZ) = Z/aZとなる．したがって，命題 6.34と定理 6.115より，(a)が素イデアル

であることと aが素数であることが同値となるので，a = 2, 3, 5のいずれかである．以上より，素

イデアルは (2), (3), (5)の 3個である． □

演習 8 Z上の多項式環 Z[x]から Z[
√
2]への写像 φを

φ : Z[x] ∋ f(x) 7−→ f(
√
2) ∈ Z[

√
2]

と定める．このとき，φ(f+g) = f(
√
2)+g(

√
2) = φ(f)+φ(g)，φ(fg) = f(

√
2)g(

√
2) = φ(f)φ(g)，

かつ，φ(1) = 1となるので，φは環準同型である．また，任意の a + b
√
2 ∈ Z[

√
2] （a, b ∈ Z）

について，f(x) = a + bx ∈ Z[x]をとれば φ(f) = a + b
√
2より，φは環の全準同型である．さ

らに，Ker(φ)は多項式 x2 − 2の生成する単項イデアル (x2 − 2)である．実際，x2 − 2において

x =
√
2を代入すると 0を得るので，x2 − 2 ∈ Ker(φ)であり，よって (x2 − 2) ⊂ Ker(φ)であ

る．一方，f(x) ∈ Ker(φ)とすると，定理 6.48より f(x) = (x2 − 2)h(x) + r(x), deg(r) ≤ 1と

なる h(x), r(x) ∈ Z[x]が存在する．このとき，r(
√
2) = f(

√
2) − (

√
2
2 − 2)h(

√
2) = 0となる

が，deg(r) ≤ 1かつ
√
2 ̸∈ Zより r(x) = 0であるので．f(x) = (x2 − 2)h(x)となる．よって，

f(x) ∈ (x2 − 2)であり，Ker(φ) ⊂ (x2 − 2)を得る．したがって，Ker(φ) = (x2 − 2)である．以

上より，環準同型定理を適用すれば，環同型 Z[x]/(x2 − 2) ≃ Z[
√
2] が得られる． □

演習 9 仮に環同型であったとし，Z[
√
2]からZ[

√
3]への環同型写像を f とする．f は全射である

ので，f(a+ b
√
2) =

√
3となる a+ b

√
2 ∈ Z[

√
2]（a, b,∈ Z）が存在する．このとき，f は準同型よ

り f((a+ b
√
2)2) = f(a+ b

√
2)2 = 3となる．一方，f は準同型より f(1) = 1であり，f(3) = 3が

従う．よって，f(3) = 3 = f((a+b
√
2)2)が得られる．したがって，fの単射性より 3 = (a+b

√
2)2

である．つまり，3 = a2 + 2b2 + 2ab
√
2となる．しかし，この等式をみたす a, b ∈ Zは存在しな

いので，これは矛盾である．したがって，Z[
√
2]と Z[

√
3]は環同型ではない． □

演習 10 (1) T + I ∋ 0 + 0 = 0より T + I ̸= ∅である．α = t+ a, β = s+ b ∈ T + I（t, s ∈ T，

a, b ∈ I）について，T も Iも減法で閉じているので α− β = (t− s) + (a− b) ∈ T + Iであり，ま

た，T は積で閉じていて，Iは（両側）イデアルであることより，αβ = ts+(tb+as+ab) ∈ T + I

である．さらに，T + I ∋ 1 + 0 = 1である．したがって，定理 6.39（部分環の判定定理）より

T + I はRの部分環である．

次に，Iが T + Iのイデアルであることは，IがRのイデアルであり，かつ，T + IはRの部分

環で I ⊂ T + I であることから直ちに従う．

最後に T ∩ I についての主張を示す．まず，T ∩ I ∋ 0より T ∩ I ̸= ∅である．a, b ∈ T ∩ I につ
いて，a, b ∈ T かつ a, b ∈ I より a+ b ∈ T かつ a+ b ∈ I となるので，a+ b ∈ T ∩ I が従う．ま
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た，t ∈ T とすると，T は積で閉じていて（ta, at ∈ T）かつ I はRのイデアル（ta, at ∈ I）より

ta, at ∈ T ∩ I が従う．よって，T ∩ I は T のイデアルである．

(2) T から剰余環 (T + I)/I への写像 f を

f : T ∋ t 7−→ t+ I ∈ (T + I)/I

と定めると，t, s ∈ T について f(t + s) = (t + s) + I = (t + I) + (s + I) = f(t) + f(s)，

f(ts) = (ts) + I = (t + I)(s + I) = f(t)f(s)，かつ，f(1R) = 1R + I = 1(T+I)/I より，f は環準

同型である．任意の (t+ a) + I ∈ (T + I)/I（t ∈ T，a ∈ I）について，(t+ a) + I = t+ I であ

るので f(t) = (t+ a) + I となる．よって，f は環の全準同型である．さらに，

Ker(f) = { t ∈ T | t+ I = I } = { t ∈ T | t ∈ I } = T ∩ I

となる（このことからも命題 6.90より T ∩ Iは T のイデアルであることがわかる）．したがって，

環準同型定理より T/(T ∩ I) ≃ (T + I)/I が得られる． □

演習 11 剰余環R/I から剰余環R/J への写像 f を

f : R/I ∋ a+ I 7−→ a+ J ∈ R/J

と定めると，a+ I = b+ I ⇔ a− b ∈ Iであることと I ⊂ J より，f はR/Iの代表元のとり方に依

らず定義できる．このとき，作り方より f は環の全準同型であることは直ちにわかる（本章章末問

題の演習 10の (2)の fの全準同型性と同様）．また，a+I ∈ Ker(f) ⇔ a ∈ Jより，Ker(f) = J/I

である．したがって，環準同型定理より (R/I)/(J/I) ≃ R/J が得られる． □

演習 12 K[x, y]のイデアル (x, y)について，1 /∈ (x, y)より (x, y) ⊊ K[x, y]であり，y /∈ (x)よ

り (x) ⊊ (x, y)であるので，(x) ⊊ (x, y) ⊊ K[x, y]を得る．よって，(x)は極大イデアルではない．

また，K[x, y]からK[y]への写像 φを

φ : K[x, y] ∋ f(x, y) 7−→ f(0, y) ∈ K[y]

により定めると，これは作り方より環の全準同型写像となるが直ちにわかる（本章章末演習問題の

演習 8の φの全準同型性と同様）．また，任意の f(x, y) ∈ K[x, y]は f(x, y) = f1(y) + xf2(x, y)

（f1(y) ∈ K[y]，f2(x, y) ∈ K[x, y]）と一意的に表せるので，

Ker(f) = { f(x, y) ∈ K[x, y] | f(0, y) = 0 } = (x)

である．したがって，環準同型定理より K[x, y]/(x) ≃ K[y]が得られる．K が体であるから命

題 6.47よりK[y]は整域である．よって，定理 6.115より (x)は素イデアルである．（なお，環準

同型写像

K[x, y] ∋ f(x, y) 7−→ f(0, 0) ∈ K

から環同型 K[x, y]/(x, y) ≃ Kが得られるので，ここで登場したイデアル (x, y)はK[x, y]の極大

イデアルであることがわかる．） □
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演習 13 (1) 仮に P1 = (2, 1 +
√
5i)が単項イデアルであるとすると，P1 = (a + b

√
5i)とな

る a + b
√
5i ∈ Z[

√
5i] （a, b ∈ Z）がとれる．よって，2 = (a + b

√
5i)(s + t

√
5i)，1 +

√
5i =

(a + b
√
5i)(u + v

√
5i)となる s + t

√
5i, u + v

√
5i ∈ Z[

√
5i]（s, t, u, v ∈ Z）が存在する．この両

辺の複素共役をとり，もとの式とかけ合せれば，Zにおける 2つの等式 4 = (a2 + 5b2)(s2 + 5t2)，

6 = (a2+5b2)(u2+5v2)を得る．よって，a2+5b2は 4と 6の正の公約数であるので，a2+5b2 = 1

または a2 + 5b2 = 2である．しかし，a2 + 5b2 = 2をみたす a, b ∈ Zは存在しない．したがって，
a2+5b2 = 1であり，a = ±1かつ b = 0が従う．よって，P1 = (1)を得る．ところが，本問の (3)よ

りP 2
1 = (2)であるので，P1 ̸= (1)であり，これは矛盾である．したがって，P1は単項イデアルでな

い．（後に出てくる本問の (3)を利用したが，初等的にも確かめられる．実際，P1 = (1)と仮定すれば，

1 = 2(s+t
√
5i)+(1+

√
5i)(u+v

√
5i)と書ける．よって，1 = (2s+u−5v)+(2t+u+v)

√
5iとなる

ので，1 = 2s+u−5vかつ 0 = 2t+u+vを得る．したがって，両辺の差をとれば 1 = 2(s− t−3v)

であるが，これをみたす s, t, v ∈ Zは存在しない．以上より，P1 ̸= (1)である．）

P2, Q1, Q2についても同様に示すことができる．

(2) まず P1 = (2, 1 +
√
5i)が極大イデアルであることを示す．Zから Z[

√
5i]/P1への写像 f を

f : Z ∋ n 7−→ n+ P1 ∈ Z[
√
5i]/P1

により定める．これは作り方より環準同型であることが直ちにわかる（本章章末問題の演習 10の (2)

の fの環準同型性と同様）．a+b
√
5i ∈ Z[

√
5i]とすると，a+b

√
5i = (a−b)+b(1+

√
5i)と書けるの

で，1+
√
5i ∈ P1より (a+b

√
5i)+P1 = (a−b)+P1となる．よって，f(a−b) = (a+b

√
5i)+P1が成

り立つ．したがって，f は環の全準同型である．さらに，Ker(f) = (2)となる．実際，n ∈ Ker(f)

とすると，f(n) = n + P1 = P1 より n ∈ P1 となる．よって，ある s, t, u, v ∈ Zが存在して，
n = 2(s+t

√
5i)+(1+

√
5i)(u+v

√
5i)と書ける．右辺を展開して両辺を比べると，n = 2(s−t−3v)

が得られる（本問の (1)の後半の初等的な計算と同様である）．したがって，n ∈ (2)，つまり，

Ker(f) ⊂ (2)となる．逆向きの包含関係は，f(2) = 2 + P1 = P1 より 2 ∈ Ker(f)であること

から従うので，以上よりKer(f) = (2)である．これより，f に環準同型定理を用いれば，環同型

Z/2Z = Z/(2) ≃ Z[
√
5i]/P1が得られる．この左辺は体であるので，命題 6.34より Z[

√
5i]/P1も

体である．しがたって，定理 6.115より P1は極大イデアルである．

P2, Q1, Q2についても同様にして Z/2Z ≃ Z[
√
5i]/P2，Z/3Z ≃ Z[

√
5i]/Q1，および，Z/3Z ≃

Z[
√
5i]/Q2が示せるので，P2, Q1, Q2は極大イデアルであることがわかる．

(3) P1 = (2, 1 +
√
5i) = (2,−2 + (1 +

√
5i)) = (2,−1 +

√
5i) = (2, (−1)(−1 +

√
5i)) =

(2, 1 −
√
5i) = P2 となる．よって，P1 = P2 が成り立つ．次に，問 6.69より，P 2

1 = P1P2 =

(4, 2(1+
√
5i), 2(1−

√
5i), 6) = (2)(2, 1+

√
5i, 1−

√
5i, 3)となる．ここで (2, 1+

√
5i, 1−

√
5i, 3) ∋

3− 2 = 1より (2, 1 +
√
5i, 1−

√
5i, 3) = (1)である．よって，P 2

1 = (2)(1) = (2)が成り立つ．同

様に，Q1Q2 = (9, 3(1 +
√
5i), 3(1−

√
5i), 6) = (3)(3, 1 +

√
5i, 1−

√
5i, 2) = (3)(1) = (3)となる

ので，Q1Q2 = (3)が成り立つ．

(1 +
√
5i) = P1Q1, (1−

√
5i) = P2Q2についても同様に示すことができる．

最後に，6 = 2 · 3 = (1 +
√
5i)(1−

√
5i)より「とくに」以下もこれらの関係式より従う． □
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演習 14 （本演習は，問題文の最初の行において「UFDとする」を「UFDとし，K を Rの商

体とする」に，「R[x]の元」を「R[x]の定数でない元」に，最後の行において「R上既約」を「K

上既約」に訂正する．）

仮に f(x) が K 上可約であるとすれば，命題 6.157 より，R[x] で可約であるので，f(x) =

g(x)h(x)，deg(f) ≥ 1，deg(g) ≥ 1となる g(x), h(x) ∈ R[x]が存在する．そこで，

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ blx
l, h(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cmx

m

とする．ここで，bl ̸= 0，cm ̸= 0，l ≥ 1，m ≥ 1である．このとき，p ∤ an = blcmより p ∤ blかつ
p ∤ cmである．また，p | a0，p2 ∤ a0と a0 = b0c0より，b0と c0のどちらか一方だけが pで割り切

れる．いま仮に p | b0，p ∤ c0とする．p ∤ blであったので，g(x)の係数がすべて pで割り切れるこ

とはない．そこで，b0から br−1までは pで割り切れ，br は pで割り切れないような 0 < r < lが

とれる．このとき，f(x)の係数 arは

ar = b0cr + b1cr−1 + · · ·+ br−1c1 + brc0

となるので（未定義の係数は 0とする），右辺に注目すると，最後の項以外は pで割り切れ，最後

の項 brc0は pで割り切れない．したがって，p ∤ ar を得る．しかし，0 < r ≤ l < nであるので，

これは仮定に反する．p ∤ b0，p | c0とした場合にも，同様に矛盾が生じるので，f(x)はK上既約

である． □

演習 15 この問題については，代数学の基本定理（1次以上の複素数係数多項式は少なくとも 1

つの複素数根をもつ．よって，n ≥ 1とするとき，因数定理より複素数係数の n次多項式は重複も

込めてちょうど n個の複素数根をもつ）を証明無しに利用する（証明は参考文献の [4]，[8]，[11]，

[13]や [15]などを参照のこと．これはガウスの基本定理とも呼ばれる）．

まず，C[x]の既約元を求める．f(x) ∈ C[x]を既約元とする．代数学の基本定理より f(γ) = 0

となる γ ∈ Cが存在する．命題 4.49（因数定理）より，f(x) = (x − γ)q(x)となる q(x) ∈ C[x]
が存在する．f は既約元であったから，q(x)は零でない定数である．したがって，f(x) = αx+ β

（α, β ∈ C，α ̸= 0）と書ける．

逆に，f(x) = αx + β （α, β ∈ C，α ̸= 0）は常に既約元である．実際，f(x) = g(x)h(x)

（g(x), h(x) ∈ C[x]）と書けたとすると，命題 6.46より 1 = deg(f) = deg(g) + deg(h)となり，

g(x) ∈ C×または h(x) ∈ C×でなくてはならない．よって，f(x)は既約元である．

以上より，C[x]の既約元は，

f(x) = αx+ β （α, β ∈ C, α ̸= 0）

である．

次に，R[x]の既約元を求める．f(x) ∈ R[x]を既約元とする．R[x] ⊂ C[x]なので，代数学の
基本定理より f(γ) = 0となる γ ∈ Cが存在する．このとき，γ ∈ Rであれば，先の C[x]の既
約元の決定と同様にして，f(x) = ax + b（a, b ∈ R，a ̸= 0）と書けることがわかる．そこで以

下，γ /∈ Rとする．いま (x− γ)(x− γ) ∈ R[x] であるので，定理 6.51（多項式の除法定理）より
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f(x) = (x − γ)(x − γ)g(x) + r(x)かつ deg(r) < 2となる g(x), r(x) ∈ R[x]が存在する．ここで，
f(x) ∈ R[x]より f(γ) = f(γ) = 0 = 0となる．よって，r(γ) = 0かつ r(γ) = 0が得られる．γ /∈ R
より γ ̸= γであるから，問 6.50より γはR上の 1次以下の多項式の根にはなり得ない．したがっ

て，r(x) = 0であり，f(x) = (x− γ)(x− γ)g(x)となる．f(x)は既約元としたので，g(x) ∈ R×

である．つまり，f(x) = δ(x− γ)(x− γ)（δ ∈ R×）となる．これは実数根をもたない 2次の実数

係数多項式であるので，f(x) = ax2 + bx+ c（a, b, c,∈ R，a ̸= 0，b2 − 4ac < 0）で与えられる．

逆に，f(x) = ax+b（a, b ∈ R，a ̸= 0）と f(x) = ax2+bx+c（a, b, c,∈ R，a ̸= 0，b2−4ac < 0）

は常に R[x]の既約元である．実際，f(x)が 1次式であれば，C[x]のときと同様に f(x)は常に既

約元であり，また，f(x)がこの形の 2次式であれば，2次方程式の根の公式より f(x)は実数解

をもたないので，命題 4.49（因数定理）より 1次の実数係数多項式を因数をもたない．よって，

deg(f) = 2より f(x)は既約元である．

以上より，R[x]の既約元は，

f(x) = ax+ b （a, b ∈ R，a ̸= 0）

f(x) = ax2 + bx+ c （a, b, c,∈ R，a ̸= 0，b2 − 4ac < 0）

である． □

演習 16 Rが体であれば，例題 6.128より R[x]は PIDであるので，以下，R[x]が PIDならば

Rは体であることを示す．

a ∈ R，a ̸= 0とし，I = (a, x)とおく．R[x]がPIDより (a, x) = (f(x))となる f(x) ∈ R[x]がと

れる．よって，a = f(x)g(x)（g(x) ∈ R[x]）と書けて，命題 6.46より 0 = deg(f)+deg(g)となる

ので，とくに deg(f) = 0である．つまり，f(x) = b ∈ R−{ 0 }となる．したがって，(a, x) = (b)

となる．すると，x = bh(x)（h(x) ∈ R[x]）と書けて，再び命題 6.46より 1 = deg(b) + deg(h)で

あるから deg(h) = 1となる．よって，h(x) = cx + d（c, d ∈ R）の形であるから，x = bcx + bd

となり，bc = 1を得る．したがって，b ∈ R×である．ゆえに，命題 6.70より (a, x) = (1) = R[x]

となる．これより，ap(x) + xq(x) = 1となる p(x), q(x) ∈ R[x]が存在する．この式に x = 0を代

入すれば，ap(0) = 1となるRにおける等式が得られるので，aは可逆元である．したがって，0

でないRの元はすべて可逆元であるので，Rは体である．

以上より，R[x]が PIDであることとRが体であることは同値である． □
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