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第1章

集 合 と 写 像

演 習 問 題

演習 1 X を集合とし，A,B を X の部分集合とする．また，X に関する A,B の補

集合をそれぞれ Ac, Bc とする．次の (1)～(8)が同値であることを示せ．

(1) A ⊂ B 　 (2) Ac ⊃ Bc 　 (3) A ∪B = B 　 (4) A ∩B = A

(5) Ac ∪B = X 　 (6) A ∩Bc = ∅　 (7) Ac ∪Bc = Ac 　 (8) Ac ∩Bc = Bc

演習 2 A,B,C を集合とする．次の (1)～(8)が成り立つことを示せ．

(1) A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C)

(2) A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)

(3) (A ∪B)− C = (A− C) ∪ (B − C)

(4) (A ∩B)− C = (A− C) ∩ (B − C)

(5) (A−B)− C = A− (B ∪ C)

(6) A− (B − C) = (A−B) ∪ (A ∩ C)

(7) A ∪ (B − C) ⊃ (A ∪B)− (A ∪ C)

(8) A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (A ∩ C)

演習 3 A,B,C を集合とする．集合

A△B = (A−B) ∪ (B −A)

を Aと B の対称差という．次の (1)～(6)が成り立つことを示せ．

(1) A△A = ∅, A△∅ = A

(2) A△B = B△A

(3) A△B = (A ∪B)− (A ∩B)

(4) (A△B)△C = A△(B△C)

(5) A ∩ (B△C) = (A ∩B)△(A ∩ C)

(6) A ∪ (B△C) ⊃ (A ∪B)△(A ∪ C)
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2 第 1章 集 合 と 写 像

演習 4 A,B を集合とする．A△C = B をみたす集合 C を Aと B を用いて表せ．

演習 5 X を集合とする．X と X の直積 X ×X の部分集合

∆X = {(x, y) ∈ X ×X |x = y}

を X ×X の対角集合という．X の部分集合 A,B に対し，A∩B = ∅であるための
必要十分条件は，(A×B) ∩∆X = ∅であることを示せ．

演習 6 X,Y を集合とし，A,B をそれぞれ X,Y の部分集合とする．このとき，

(X × Y )− (A×B) = ((X −A)× Y ) ∪ (X × (Y −B))

が成り立つことを示せ．

演習 7 A,B,C,D を集合とする．次の (1)，(2)が成り立つことを示せ．

(1) (A× C) ∩ (B ×D) = (A ∩B)× (C ∩D)

(2) (A× C) ∪ (B ×D) = ((A−B)× C) ∪ ((A ∩B)× (C ∪D)) ∪ ((B −A)×D)

演習 8 X,Y を集合，A,B をそれぞれ X,Y の部分集合とし，f : X → Y を写像と

する．次の (1)～(3)が成り立つことを示せ．

(1) f(f−1(B) ∩A) = B ∩ f(A)

(2) f(A) = pr2(Γf ∩ pr−1
1 (A))

(3) f−1(B) = pr1(Γf ∩ pr−1
2 (B))

ただし，Γf は f のグラフであり，pr1 : X × Y → X, pr2 : X × Y → Y はそれぞれ

第 1成分，第 2成分への射影である．

演習 9 (Aλ)λ∈Λ, (Bµ)µ∈M をそれぞれ Λ,M で添字づけられた集合族とする．次の

(1)～(4)が成り立つことを示せ．

(1) (
∪

λ∈Λ Aλ) ∩ (
∪

µ∈M Bµ) =
∪

(λ,µ)∈Λ×M (Aλ ∩Bµ)

(2) (
∩

λ∈Λ Aλ) ∪ (
∩

µ∈M Bµ) =
∩

(λ,µ)∈Λ×M (Aλ ∪Bµ)

(3) (
∪

λ∈Λ Aλ)× (
∪

µ∈M Bµ) ⊃
∪

(λ,µ)∈Λ×M (Aλ ×Bµ)

(4) (
∩

λ∈Λ Aλ)× (
∩

µ∈M Bµ) =
∩

(λ,µ)∈Λ×M (Aλ ×Bµ)

演習 10 (An)n∈N を N で添字づけられた集合族とする．N(1) = N とし，2 以上の

自然数 nに対し N(n) = N− {1, . . . , n− 1}とする．このとき，

∪
n∈N

 ∩
m∈N(n)

Am

 ⊂
∩
n∈N

 ∪
m∈N(n)

Am





演 習 問 題 3

が成り立つことを示せ．

演習 11 X,Y, Z を集合とし，f : X → Y, g : Y → Z を写像とする．次の (1), (2)

が同値であることを示せ．

(1) g が単射であり，かつ g ◦ f が全射である．
(2) f が全射であり，かつ g が全単射である．

演習 12 X,Y, Z を集合とし，f : X → Y, g : Y → Z を写像とする．次の (1), (2)

が同値であることを示せ．

(1) f が全射であり，かつ g ◦ f が単射である．
(2) g が単射であり，かつ f が全単射である．

演習 13 X,Y を集合とし，f : X → Y を写像とする．f が全射であるための必要十

分条件は，任意の集合 Z と任意の写像 g1, g2 : Y → Z に対し g1 ◦ f = g2 ◦ f ならば
g1 = g2 となることである．これを示せ．

演習 14 Y,Z を集合とし，g : Y → Z を写像とする．g が単射であるための必要十

分条件は，任意の集合 X と任意の写像 f1, f2 : X → Y に対し g ◦ f1 = g ◦ f2 ならば
f1 = f2 となることである．これを示せ．

演習 15 X1, X2 を集合とする．任意の集合 X と任意の写像 f1 : X → X1, f2 :

X → X2 に対し，pr1 ◦ f = f1, pr2 ◦ f = f2 をみたす写像 f : X → X1 × X2 が

存在することを示せ．また，そのような f はただひとつであることを示せ．ただし，

pr1 : X1 ×X2 → X1, pr2 : X1 ×X2 → X2 はそれぞれ第 1成分，第 2成分への射影

である．

演習 16 X1, X2 を集合とし，X1 ∩ X2 = ∅ とする．任意の集合 X と任意の写像

f1 : X1 → X, f2 : X2 → X に対し，f ◦ i1 = f1, f ◦ i2 = f2 をみたす写像

f : X1 ∪X2 → X が存在することを示せ．また，そのような f はただひとつである

ことを示せ．ただし，i1 : X1 → X1 ∪X2, i2 : X2 → X1 ∪X2 はいずれも包含写像

である．



第2章

濃度と二項関係

演 習 問 題

演習 1 X,Y を集合とし，Y ̸= ∅とする．このとき，#(X × Y ) ≧ #X が成り立つ

ことを示せ．

演習 2 (Aλ)λ∈ΛをΛで添字づけられた集合族とする．Λの任意の元λに対しAλ ̸= ∅
であるとする．また，Λの元 λ, µに対し λ ̸= µならば Aλ ∩ Aµ = ∅とする．この
とき，#

∪
λ∈Λ Aλ ≧ #Λであることを示せ．

演習 3 X を可算集合とし，Aを X の部分集合とする．Aが無限集合ならば，Aは

可算集合であることを示せ．

演習 4 x を実数とする．ある自然数 n に対し，anx
n + · · · + a1x + a0 = 0 かつ

an ̸= 0 をみたす整数 a0, . . . , an が存在するとき，x を代数的数という．代数的数全

体の集合 Qが可算集合であることを示せ．

演習 5 I を P(R)の部分集合とし，次の (1), (2)をみたすとする．

(1) I の任意の元は Rの開区間である．
(2) I の元 I1, I2 に対し，I1 ̸= I2 ならば I1 ∩ I2 = ∅である．
このとき，#I ≦ ℵ0 であることを示せ．

演習 6 X,Y を集合とし，f : X → Y を写像とする．R を X 上の同値関係とし，

π : X → X/Rを自然な全射とする．g ◦ π = f をみたす写像 g : X/R → Y が存在す

るための必要十分条件は，X の任意の元 x, x′ に対し x ∼R x′ ならば f(x) = f(x′)

が成り立つことである．これを示せ．

演習 7 X = Z× Nとする．このとき，

R = {((m,n), (m′, n′)) ∈ X ×X |mn′ = m′n}

が X 上の同値関係であることを示せ．（R に関する (m,n) の同値類 [m,n]R は有理
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演 習 問 題 5

数m/nを表し，X の Rによる商集合 X/Rは Qを表す．）

演習 8 X を集合とする．X 上の二項関係 R,S に対し，

R−1 = {(x, y) ∈ X ×X | (y, x) ∈ R}

R ◦ S = {(x, y) ∈ X ×X | ∃z ∈ X((x, z) ∈ R ∧ (z, y) ∈ S)}

とする．R0 = ∆X とし，自然数 nに対し Rn = Rn−1 ◦ (R ∪R−1)と定めることに

より，X ×X の部分集合族 (Rn)n∈{0}∪N を帰納的に定義する．次の (1), (2)が成り

立つことを示せ．

(1) R∗ =
∪

n∈{0}∪N Rn は X 上の同値関係である．

(2) R ⊂ S をみたす X 上の任意の同値関係 S に対し，R∗ ⊂ S である．

（R∗ を Rによって生成される X 上の同値関係という．）

演習 9 R および開区間 (0, 1) を通常の大小関係によって順序集合と考える．R と
(0, 1)が順序同型であることを示せ．

演習 10 Aを Rの部分集合とし，通常の大小関係によって順序集合と考える．Aが

整列集合ならば，Aは高々可算集合であることを示せ．

演習 11 X を有限集合とし，RをX 上の順序とする．(X,R)が整列集合ならば，あ

る自然数 nが存在し，(X,R)と {1, . . . , n}は順序同型である．これを示せ．ただし，
{1, . . . , n}を通常の大小関係によって順序集合と考える．

演習 12 (Aλ)λ∈Λ, (Bλ)λ∈Λ を Λ で添字づけられた集合族とする．Λ の任意の元

λ に対し，写像 fλ : Aλ → Bλ が与えられているとする．
∏

λ∈Λ Aλ の元 f に対

し ((
∏

λ∈Λ fλ)(f))(µ) = fµ(f(µ)) (µ ∈ Λ) と定めることにより，写像
∏

λ∈Λ fλ :∏
λ∈Λ Aλ →

∏
λ∈Λ Bλ を定義する．

∏
λ∈Λ fλ を (fλ)λ∈Λ の直積という．次の (1),

(2)が成り立つことを示せ．

(1)
∏

λ∈Λ fλ が全射であるための必要十分条件は，Λの任意の元 λに対し fλ が全射

であることである．

(2)
∏

λ∈Λ fλ が単射であるための必要十分条件は，Λの任意の元 λに対し fλ が単射

であることである．



第3章

距 離 空 間

演 習 問 題

演習 1 pを素数とする．Q−{0}の元 rに対し，pと互いに素な Z−{0}の元 a, bと整

数 eが存在し，r = pea/bが成り立つ．このとき，vp(r) = eとする．また，vp(0) = 0

と定める．有理数 r, sに対し

dp(r, s) = p−vp(r−s)

と定めることにより，写像 dp : Q× Q → R を定義する．このとき，dp が Q上の距
離関数であることを示せ．（dp を p進距離という．）

演習 2 (X, d) を距離空間，a を X の点とし，ε を正の実数とする．このとき，

U(a; ε) ⫋ {x ∈ X | d(x, a) ≦ ε} をみたす (X, d), a, εを具体的に例示せよ．

演習 3 (X, dX)を離散距離空間とし，(Y, dY )を距離空間とする．このとき，任意の

写像 f : X → Y は (X, dX)から (Y, dY )への連続写像であることを示せ．

演習 4 I = [0, 1] とし，I 上の実数値連続関数全体の集合を C(I) とする．C(I) の

元 f に対し

T (f) =

∫ 1

0

f(x) dx

と定めることにより，写像 T : C(I) → Rを定義する．このとき，T が例題??の距離

空間 (C(I), d1)から (R, d(1))への連続写像であることを示せ．

演習 5 I = [0, 1] とし，I 上の実数値連続関数全体の集合を C(I) とする．C(I) 上

の恒等写像 1C(I) : C(I) → C(I)が問題??の距離空間 (C(I), d∞)から例題??の距離

空間 (C(I), d1)への連続写像であることを示せ．

演習 6 (X, d) を距離空間とし，A1, . . . , An を X の空でない部分集合とする．

A1, . . . , An が有界ならば A1 ∪ · · · ∪An も有界であることを示せ．
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演 習 問 題 7

演習 7 (X, d)を距離空間とし，Aを X の空でない部分集合とする．Aが有界であ

るとき，δ(A) = δ(Aa)が成り立つことを示せ．

演習 8 (X0, d0) を距離空間とし，(X, d) を (X0, d0) と (X0, d0) の直積距離空間と

する．このとき，d : X0 ×X0 → Rが (X, d)から (R, d(1))への連続写像であること
を示せ．

演習 9 mを 2以上の整数とする．(X1, d1), . . . , (Xm, dm)を距離空間とし，(X, d)

を (X1, d1), . . . , (Xm, dm)の直積距離空間とする．(a(n))n∈N をX の点列とし，aを

X の点とする．自然数 nに対し a(n) = (a
(n)
1 . . . , a

(n)
m )とし，a = (a1, . . . , am)とす

る．このとき，(a(n))n∈N が aに収束するための必要十分条件は，{1, . . . ,m}の任意
の元 k に対し (a

(n)
k )n∈N が ak に収束することである．これを示せ．

演習 10 (X, d)を距離空間とする．Aを X の空でない部分集合とし，aを X の点

とする．aが Aの内点であるための必要十分条件は，aに収束する X の任意の点列

(an)n∈N に対し，ある自然数 N が存在し，n > N をみたす任意の自然数 n に対し

an ∈ Aが成り立つことである．これを示せ．



第4章

位 相 空 間

演 習 問 題

演習 1 X を無限集合とする．P(X)の部分集合

O = {∅} ∪ {X −A |A ∈ P(X), #A < ℵ0}

が X の位相であることを示せ．

演習 2 X を集合とし，(Oλ)λ∈Λ を P(X)の部分集合族とする．Λの任意の元 λに

対し Oλ が X の位相ならば，
∩

λ∈Λ Oλ も X の位相であることを示せ．

演習 3 (X,O)を位相空間とし，AをX の部分集合とする．次の (1)，(2)が成り立

つことを示せ．

(1) (((Aa)i)a)i = (Aa)i

(2) (((Ai)a)i)a = (Ai)a

演習 4 X を集合とし，i : P(X) → P(X)を写像とする．iが次の (1)～(4)をみた

すとする．

(1) X の任意の部分集合 Aに対し，i(A) ⊂ Aである．

(2) i(X) = X

(3) X の任意の部分集合 A,B に対し，i(A ∩B) = i(A) ∩ i(B)である．

(4) X の任意の部分集合 Aに対し，i(i(A)) ⊂ i(A)である．

このとき，X の位相 O であって，iが (X,O)の開核作用子であるものがただひとつ

存在することを示せ．

演習 5 X を集合とし，a : P(X) → P(X)を写像とする．aが次の (1)～(4)をみた

すとする．

(1) X の任意の部分集合 Aに対し，A ⊂ a(A)である．

(2) a(∅) = ∅
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演 習 問 題 9

(3) X の任意の部分集合 A,B に対し，a(A ∪B) = a(A) ∪ a(B)である．

(4) X の任意の部分集合 Aに対し，a(a(A)) ⊂ a(A)である．

このとき，X の位相 O であって，iが (X,O)の閉包作用子であるものがただひとつ

存在することを示せ．

演習 6 (X,O)を位相空間とし，Aを P(X)の部分集合とする．X の任意の点 xに

対し，#{A ∈ A |A∩U ̸= ∅} < ℵ0 をみたす N (x)の元 U が存在するとき，Aは局
所有限であるという．Aが局所有限であり，Aの任意の元が (X,O)の閉集合である

とき，
∪

Aも (X,O)の閉集合であることを示せ．

演習 7 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とし，f : X → Y を写像とする．次の (1)～

(4)が同値であることを示せ．

(1) f は (X,OX)から (Y,OY )への連続写像である．

(2) X の任意の部分集合 Aに対し，f(Aa) ⊂ f(A)a が成り立つ．

(3) Y の任意の部分集合 B に対し，f−1(Bi) ⊂ f−1(B)i が成り立つ．

(4) Y の任意の部分集合 B に対し，f−1(B)a ⊂ f−1(Ba)が成り立つ．

演習 8 O を Rの通常の位相とする．O から定まる Zの相対位相 OZ が離散位相で

あることを示せ．

演習 9 (X,OX)を位相空間とし，Aを X の部分集合とする．OA を O から定まる
Aの相対位相とし，B を Aの部分集合とする．このとき，(A,OA)における B の閉

包が Ba ∩Aに等しいことを示せ．

演習 10 (X,R)を全順序集合とする．X の元 a, bに対し，Ia = {x ∈ X | a <R x}，
Jb = {x ∈ X |x <R b} とする．P(X)の部分集合

S = {Ia | a ∈ X} ∪ {Jb | b ∈ X}

によって生成される位相を，Rから定まるX の順序位相という．AをX の部分集合

とし，OAをOから定まるAの相対位相とする．このとき，A上の全順序R∩(A×A)

から定まる Aの順序位相が OA より小さいことを示せ．

演習 11 (X,OX)を位相空間とし，AをX の部分集合とする．OA をOから定まる
Aの相対位相とし，B を Aの部分集合とする．次の (1)，(2)が成り立つことを示せ．

(1) (A,OA)における B の内部は Bi を含む．

(2) Aの任意の部分集合 B に対し (A,OA)における B の内部が Bi に等しいための



10 第 4章 位 相 空 間

必要十分条件は，B ∈ O であることである．

演習 12 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を写像とする．fが (X,OX)

から (Y,OY ) への開写像であるための必要十分条件は，P(X) の任意の元 A に対し

f(Ai) ⊂ f(A)i が成り立つことである．これを示せ．

演習 13 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を写像とする．fが (X,OX)

から (Y,OY ) への閉写像であるための必要十分条件は，P(X) の任意の元 A に対し

f(Aa) ⊃ f(A)a が成り立つことである．これを示せ．

演習 14 (X,OX)を位相空間とし，Oを Rの通常の位相とする．f, gを (X,OX)か

ら (R,O)への連続写像とし，k を実数とする．このとき，f + g, f − g, fg, kf, f/g

も (X,OX)から (R,O)への連続写像であることを示せ．ただし，f/gは g(x) = 0を

みたす実数 xが存在しないときに定義される．

演習 15 (X,OX) を位相空間とし，O を R の通常の位相とする．f, g を (X,OX)

から (R,O)への連続写像とする．次の (1)～(3)が成り立つことを示せ．

(1) {x ∈ X | f(x) = g(x)}は (X,OX)の閉集合である．

(2) {x ∈ X | f(x) ≦ g(x)}は (X,OX)の閉集合である．

(3) {x ∈ X | f(x) < g(x)}は (X,OX)の開集合である．

演習 16 P(Rn)の部分集合 B, S を次のように定める．

B = {(a1, b1)× · · · × (an, bn) | ai, bi ∈ R, ai < bi (i ∈ {1, . . . , n})}

S = {Ri−1 × (a, b)× Rn−i | a, b ∈ R, a < b, i ∈ {1, . . . , n}}

このとき，B, S がそれぞれ Rn の通常の位相の基底，準基底であることを示せ．

演習 17 ((Xλ,Oλ))λ∈Λ を Λ で添字づけられた位相空間の族とし，(X,O) を

((Xλ,Oλ))λ∈Λ の直積空間とする．Λ の元 λ に対し Aλ を Xλ の空でない部分集

合とする．#Λ < ℵ0 のとき，(
∏

λ∈Λ Aλ)
i =

∏
λ∈Λ Ai

λ が成り立つことを示せ．
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位相空間の性質

演 習 問 題

演習 1 (X,O)を可分な位相空間とし，O′ を O の部分集合とする．O′ の空でない

任意の元 O1, O2 に対し O1 ∩O2 = ∅ならば，#O′ ≦ ℵ0 であることを示せ．

演習 2 (X, d)を距離空間とし，Aを X の部分集合とする．dから定まる X の距離

位相を O とし，O から定まる A の相対位相を OA とする．(X,O) が可分ならば，

(A,OA)も可分であることを示せ．

演習 3 (X,O)をハウスドルフ空間とする．nを自然数とし，x1, . . . , xnをX の相異

なる n個の点とする．このとき，x1, . . . , xn の近傍 U1, . . . , Un であって，{1, . . . , n}
の相異なる元 i, j に対し Ui ∩ Uj = ∅をみたすものが存在することを示せ．
演習 4 (X,OX) を位相空間，(Y,OY ) をハウスドルフ空間とし，f : X → Y を

(X,OX)から (Y,OY )への連続写像とする．f が単射ならば，(X,OX)もハウスドル

フ空間であることを示せ．

演習 5 (X,OX) を位相空間，(Y,OY ) をハウスドルフ空間とし，f, g : X → Y を

(X,OX)から (Y,OY )への連続写像とする．(X,OX)において稠密なX の部分集合

Aが存在し，Aの任意の点 xに対し f(x) = g(x)であるとする．このとき，f = g で

あることを示せ．

演習 6 (X,O)を位相空間とし，Aを (X,O)の閉集合全体の集合とする．次の (1)，

(2)が同値であることを示せ．

(1) (X,O)は T3 をみたす．

(2) Aの任意の元 Aに対し，
∩
{Oa |O ∈ O, A ⊂ O} = Aが成り立つ．

演習 7 (X,O) を T1 をみたす位相空間とする．(X,O) が正規空間であるための必

要十分条件は，O1 ∪ O2 = X をみたす O の任意の元 O1, O2 に対し，A1 ⊂ O1，

A2 ⊂ O2，A1 ∪ A2 = X をみたす (X,O) の閉集合 A1, A2 が存在することである．

これを示せ．

11
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演習 8 (X,OX)を正規空間，(Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を全射とする．

f が (X,OX)から (Y,OY )への連続写像かつ閉写像ならば，(Y,OY )も正規空間であ

ることを示せ．

演習 9 (X,OX)を完全正則空間，(Y,OY )を位相空間とし，f : X → Y を全射とす

る．f が (X,OX)から (Y,OY )への連続写像かつ開写像かつ閉写像ならば，(Y,OY )

も完全正則空間であることを示せ．

演習 10 (X1,O1)を位相空間とする．次の (1)，(2)が同値であることを示せ．

(1) (X1,O1)はコンパクトである．

(2) 任意の位相空間 (X2,O2) と，O1,O2 の直積位相 O に対し，第 2 成分への射影

pr2 : X1 ×X2 → X2 は (X1 ×X2,O)から (X2,O2)への閉写像である．

演習 11 (X,O)を局所コンパクトハウスドルフ空間とし，Oを (X,O)の開集合，A

を (X,O)の閉集合とする．O から定まる B = O ∩ Aの相対位相を OB とする．こ

のとき，(B,OB)が局所コンパクトハウスドルフ空間であることを示せ．

演習 12 (X,O)をハウスドルフ空間とし，B を X の部分集合とする．O から定ま
る B の相対位相を OB とし，(B,OB) が局所コンパクトであるとする．このとき，

B = O∩Aをみたす (X,O)の開集合Oと (X,O)の閉集合Aが存在することを示せ．

演習 13 (X,O)を位相空間とし，A,B をX の部分集合とする．A∪B と A∩B が

いずれも (X,O)の連結集合ならば，Aと B も (X,O)の連結集合であることを示せ．

演習 14 (X1,O1), (X2,O2)を位相空間とし，A1, A2 をそれぞれ X1, X2 の真部分

集合とする．O1,O2 の直積位相 Oに対し，X1 ×X2 −A1 ×A2 は (X1 ×X2,O)の

連結集合であることを示せ．

演習 15 (X,O)を位相空間とする．X の点 xに対し，xを含む (X,O)の連結成分

を C(x) とする．#{C(x) |x ∈ X} < ℵ0 ならば，X の任意の点 x に対し C(x) は

(X,O)の開集合かつ閉集合である．これを示せ．

演習 16 (X,O) を位相空間とし，A を (X,O) の空でない連結集合とする．A が

(X,O)の開集合かつ閉集合ならば，Aは (X,O)の連結成分であることを示せ．

演習 17 ((Xλ,Oλ))λ∈Λ を Λ で添字づけられた位相空間の族とし，(X,O) を

((Xλ,Oλ))λ∈Λ の直積空間とする．x = (xλ)λ∈Λ をX の点とし，xを含む (X,O)の

連結成分をC(x)とする．Λの元 λに対し，xλを含む (Xλ,Oλ)の連結成分をCλ(xλ)

とする．このとき，C(x) =
∏

λ∈Λ Cλ(xλ) が成り立つことを示せ．

演習 18 (X,O)をハウスドルフ空間とし，Aを (X,O)の閉集合全体の集合とする．

B ⊂ A をみたす O の基底 B が存在するならば，(X,O) は完全不連結であることを



演 習 問 題 13

示せ．

演習 19 ((Xλ,Oλ))λ∈Λ を Λ で添字づけられた位相空間の族とし，(X,O) を

((Xλ,Oλ))λ∈Λ の直積空間とする．Λの任意の元 µに対し (Xµ,Oµ)が弧状連結なら

ば，(X,O)も弧状連結であることを示せ．

演習 20 （ティーツェの拡張定理）(X,OX) を T4 をみたす位相空間とする．A を

(X,OX)の閉集合とし，OA を OX から定まる Aの相対位相とする．f : A → Rを
(A,OA) 上の実連続関数とする．このとき，f̃ |A = f をみたす (X,OX) 上の実連続

関数 f̃ : X → Rが存在することを示せ．



第6章

距離空間の性質

演 習 問 題

演習 1 (X, d)を距離空間とし，O を dから定まる距離位相とする．xを X の点と

し，A,B を (X,O)の空でないコンパクト集合とする．次の (1)～(3)が成り立つこと

を示せ．

(1) d(a1, a2) = δ(A)をみたす Aの点 a1, a2 が存在する．

(2) d(x, a) = d(x,A)をみたす Aの点 aが存在する．

(3) d(a, b) = d(A,B)をみたす Aの点 aと B の点 bが存在する．

演習 2 (X, d)を距離空間とし，(an)n∈N, (bn)n∈N を (X, d)のコーシー列とする．こ

のとき，(d(an, bn))n∈N が (R, d(1))のコーシー列であることを示せ．

演習 3 (X, d)を距離空間とし，Oを dから定まる距離位相とする．(X, d)が全有界

ならば，(X,O)は可分であることを示せ．

演習 4 nを 2以上の整数とし，(X1, d1), . . . , (Xn, dn)を距離空間とする．(X, d)を

(X1, d1), . . . , (Xn, dn)の直積距離空間とする．{1, . . . , n}の任意の元 iに対し (Xi, di)

が全有界ならば，(X, d)も全有界であることを示せ．

演習 5 (X, dX), (Y, dY ) を距離空間とし，f : X → Y を写像とする．ある正の実

数 δ が存在し，任意の正の実数 ε と X の任意の点 x に対し「dX(x, a) < δ ならば

dY (f(x), f(a)) < εである」とき，f を (X, dX)から (Y, dY )への一様連続写像とい

う．（このとき，f は (X, dX)から (Y, dY )への連続写像である．）

f が (X, dX)から (Y, dY )への一様連続写像であり，(an)n∈N が (X, dX)のコーシー

列ならば，(f(an))n∈N は (Y, dY )のコーシー列であることを示せ．

演習 6 (X, dX), (Y, dY ) を距離空間とし，dX から定まる X の距離位相を OX と

する．f : X → Y を写像とする．(X,OX)がコンパクトであり，f が (X, dX)から

(Y, dY ) への連続写像ならば，f は (X, dX) から (Y, dY ) への一様連続写像であるこ
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とを示せ．

演習 7 (X, d)を距離空間とし，Aを X の空でない部分集合とする．X の点 xに対

し f(x) = d(x,A)と定めることにより，写像 f : X → Rを定義する．このとき，f

は (X, d)から (R, d(1))への一様連続写像であることを示せ．


