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『微分積分  問題集』1 章 C 問題詳解  

 

問題 1.49  

証明 (1) ݊ ൌ 1	のときܽଵ ൌ 1 ≧ 1	で成り立つ。݊ ൌ ݇	のとき不等式が成り立つと

仮定する。ܽଵܽଶ ⋯ܽ௞ାଵ ൌ 1	とする。一般性を失わずにܽଵ ≦ ܽଶ ≦ ⋯ ≦ ܽ௞ାଵとして

よい。ܽଵ ≦ 1 ≦ ܽ௞ାଵであることに注意する。ሺܽଵܽ௞ାଵሻܽଶ ⋯ܽ௞ ൌ 1	だから帰納法の

仮定によりሺܽଵܽ௞ାଵሻ ൅ ܽଶ ൅⋯൅ ܽ௞ ≧ ݇	であって、  

ܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ⋯൅ ܽ௞ ൅ ܽ௞ାଵ ൌ ܽଵ ൅ ܽ௞ାଵ െ ሺܽଵܽ௞ାଵሻ ൅ ሺܽଵܽ௞ାଵሻ ൅ ܽଶ ൅ ⋯൅ ܽ௞

≧ ܽଵ ൅ ܽ௞ାଵ െ ሺܽଵܽ௞ାଵሻ ൅ ݇ ൌ ݇ ൅ 1 െ ሺܽଵ െ 1ሻሺܽ௞ାଵ െ 1ሻ ≧ ݇ ൅ 1	. 

よって݊ ൌ ݇ ൅ 1	でも成り立つから、数学的帰納法により全ての自然数݊	に

おいてこの不等式は成り立つ。 

次に等号成立のときを調べる。再び一般性を失わずにܽଵ ≦ ܽଶ ≦ ⋯ ≦ ܽ௡と

し、ܽଵ ≦ 1 ≦ ܽ௡	に注意する。ሺܽଵܽ௡ሻ ൅ ܽଶ ൅ ⋯൅ ܽ௡ିଵ ≧ ݊ െ 1	より上と同様に

݊ ൌ ܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ⋯൅ ܽ௡ ≧ ݊ െ ሺܽଵ െ 1ሻሺܽ௡ െ 1ሻ	. よって、ܽଵ ൌ 1	またはܽ௡ ൌ 1	で

あ る が 、 ܽଵܽଶ ⋯ܽ௡ ൌ 1か つ ܽଵ ≦ ܽଶ ≦ ⋯ ≦ ܽ௡	だ か ら 、 い ず れ の 場 合 も

ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ⋯ ൌ ܽ௡ ൌ 1	となるより他ない。//QED 

(2) (1)で各ܽ௞を
௔ೖ

ඥ௔భ௔మ⋯௔೙
೙ 	に置き換えれば相加相乗平均の関係が成り立つ。さらに、

相加相乗平均の関係において各ܽ௞をその逆数に置き換えれば調和相乗平均の関

係が成り立つ。等号成立はいずれも
௔భ

ඥ௔భ௔మ⋯௔೙
೙ ൌ

௔మ
ඥ௔భ௔మ⋯௔೙
೙ ൌ ⋯ ൌ

௔೙
ඥ௔భ௔మ⋯௔೙
೙ ൌ 1	、す

なわちܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ⋯ ൌ ܽ௡	のときに限る。//QED 

 

問題1.50 (教科書の「指数・累乗・階乗」参照 .)  

(1) ௡
య

ଷ೙
→ 0 (݊ → ∞) (2) ଷ

೙

௡!
→ 0 (݊ → ∞) (3) ௡

య

௡!
ൌ

௡య

ଶ೙
ଶ೙

௡!
→ 0 ൈ 0 ൌ 0 (݊ → ∞)  

(4) 十分大きい݊	に対して
௡యଶ೙

௡!
൏

ଶమ೙

௡!
ൌ

ସ೙

௡!
→ 0 (݊ → ∞)  

 

問題1.51 (1) ݊ → ∞	のとき
ଶ଴ଵ଴೙

௡!
→ 0. (教科書の「指数・累乗・階乗」参照 .) 

(2) ቀ1 െ ଵ

௡ାଵ
ቁ
௡
ൌ ቀ

௡

௡ାଵ
ቁ
௡
ൌ

ଵ

ቀଵାభ
೙
ቁ
೙ 	→

ଵ

௘
	ሺ݊ → ∞ሻ 

 

問題1.52 (1) ݎ ൌ ଵ

௔
	とおくとݎ ൐ 1であって、݊ → ∞のとき݊ܽ௡ ൌ

௡

௥೙
→ 0. (教科書
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の「指数・累乗・階乗」参照) 

(2) ܵே ൌ ∑ ݊ܽ௡ିଵே
௡ୀଵ とおくとሺ1 െ ܽሻܵே ൌ ∑ ܽ௡ିଵே

௡ୀଵ െ ܰܽே ൌ
ଵି௔ಿ

ଵି௔
െ ܰܽேであるか

らܵே ൌ
ଵି௔ಿ

ሺଵି௔ሻమ
െ

ே௔ಿ

ଵି௔
	. 右辺第1項は

ଵ

ሺଵି௔ሻమ
に収束し、右辺第2項は(2)よりܰ → ∞	のと

き0	に収束。ゆえに、ܰ → ∞のときܵே →
ଵ

ሺଵି௔ሻమ
	.  

 

問題1.53  

解答 (1) 相加相乗平均の関係よりܽ݊ାଵ ൌ
ଵ

ଶ
൬ܽ݊ ൅

ଷ

ܽ݊
൰ ≧ √3	. ܽ݊ ൌ √3	とならない

ことを背理法で示す。ある݊	に対してܽ݊ ൌ √3	が成り立つとする。݊ ൌ 1	のとき

ܽ1 ൌ 3 ് √3	より矛盾。݊ ≧ 2	のとき、ܽ݊ ൐ 0	൫݊:自然数൯なることに留意しつつ、 

√3 ൌ
1
2
൭ܽ݊ି1 ൅

3

ܽ݊ି1
൱ 	⇔ ሺܽ݊ି1 െ √3ሻଶ ൌ 0 

よりܽ݊ି1 ൌ √3. 同様にして結局ܽ1 ൌ √3を得るが、ܽ1 ൌ 3	だからこれは矛盾。 

//QED 

(2) 漸化式の両辺から√3	を引くと、(1)より1 ൐ √ଷ

ܽ݊
	であることから  

ܽ݊ା1 െ √3 ൌ
1
2
ቀܽ݊ െ √3ቁ െ

√3
2
൭1 െ

√3

ܽ݊
൱ ൏

1
2
ቀܽ݊ െ √3ቁ	. 

//QED 

(3) (1),(2)より  

0 ൏ ܽ݊ െ √3 ൏
1
2
ቀܽ݊ି1 െ √3ቁ ൏ ⋯ ൏

1
2௡ିଵ

ቀܽ1 െ √3ቁ 	→ 0	ሺ݊ → ∞ሻ	. 

したがって、はさみうちの原理により lim௡→ஶ ܽ௡ ൌ √3	となる。 //QED 

 

問題 1.54  

(1) 解答 数列{ܽ݊}がට3 െ 1	に収束することを以下に示す。 

証明: まず、ܽ1 ൐ 0	およびܽ ൐ 0	 ⇒ 	0 ൏
ଶ

ଶାܽ
൏ 1	より2	以上の全ての自然数݊	に

対し0 ൏ ܽ݊ ൏ 1	であることに注意する。λ൫2 ൅ λ൯ െ 2 ൌ λ
2
൅ ߣ2 െ 2 ൌ 0	を解くと
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ߣ ൌ െ1 േ ට3	. ߙ ൌ െට3 െ ߚ ,1 ൌ ට3 െ 1	とおく。 

ܽ݊ା1 ൌ
െߚߙ

ܽ݊ െ ߙ െ ߚ
		 ∴ ܽ݊ା1 െ ߚ ൌ

െߚ ቀܽ݊ െ ቁߚ

หߙห ൅ ቀܽ݊ െ ቁߚ
		 

݊	を2	以上の自然数とすると、0 ൏ ܽ݊ ൏ 1	より1 െ √3 ൏ ܽ݊ െ ߚ ൏ 2 െ ට3	．  

∴ 2 ൏ หαห ൅ ቀܽ݊ െ ቁߚ ൏ 3	.		 ∴
1

3
൏

1

หαหାቀܽ݊ିߚቁ
൏

1

2
	.		 ∴ ቚܽ݊ା1 െ ቚߚ ൏

ߚ

2
ቚܽ݊ െ  0		.	ቚߚ ൏ ߚ

2
൏ 1

より  

0 ≦ ቚܽ݊ െ ቚߚ ൏ ቆ
ߚ

2
ቇ

݊ି2

ቚܽ2 െ ቚߚ 	→ 0	൫݊ → ∞൯	. 

はさみうちの原理により{ܽ݊}は収束し、その極限値は lim݊→∞ ܽ݊ ൌ ߚ ൌ ට3 െ 1.  

(2) 解答 数列{ܽ݊}がܽ ൅ ටܽ
2
൅ 1	に収束することを以下に示す。 

証明: ൫λ െ 2ܽ൯λ െ 1 ൌ λ
2
െ 2ܽλ െ 1 ൌ 0	の 2 解はߣ ൌ ܽ േ ටܽ

2
൅ 1	.  

ߙ ൌ ܽ െ ටܽ
2
൅ ߚ ,	1 ൌ ܽ ൅ ටܽ

2
൅ 1		とおく。解と係数の関係より ߙ ൅ ߚ ൌ 2ܽ	, 

ߚߙ ൌ െ1	. また、ܽ 1 ൌ 2ܽ ൐ 0	およびܽ݊ ൐ 0	 ⇒ 	ܽ݊ା1 ൌ 2ܽ ൅
ଵ

ܽ݊
൐ 0	より全ての自然

数݊	に対しܽ݊ ൐ 0	.  

(I) ܽ1 ൌ ݊ܽ、のとき	ߚ ൌ ならばܽ݊ା1	ߚ ൌ 2ܽ ൅
ଵ

ܽ݊
ൌ ߙ ൅ ߚ ൅

ߚߙି

ߚ
ൌ 、であるから	ߚ

数学的帰納法により全ての自然数݊	に対しܽ݊ ൌ したがって、	ߚ lim݊→∞ ܽ݊ ൌ   .	ߚ

(II) ܽ1 ് 、のとき	ߚ  

ܽ݊ା1 ൌ ߙ ൅ ߚ ൅
െߚߙ

ܽ݊
		 ∴ ܽ݊ା1 െ ߚ ൌ ߙ ൭1 െ

ߚ

ܽ݊
൱ ൌ ߙ

ܽ݊ െ ߚ

ܽ݊
	 

ܾ݊ ൌ
1

ߚି݊ܽ
	とおくとܾ1 ൌ

1

ߚ1ିܽ
	で 
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ܾ݊ା1 ൌ
1

ߙ
∙

ܽ݊
ܽ݊ െ ߚ

ൌ
1

ߙ
∙

1
ܾ݊

൅ ߚ

1
ܾ݊

ൌ
ܾ݊ߚ ൅ 1

ߙ
	.		 ∴ ܾ݊ା1 െ

1

ߙ െ ߚ
ൌ
ߚ

ߙ
ቆܾ݊ െ

1

ߙ െ ߚ
ቇ	. 

∴ ܾ݊ െ
1

ߙ െ ߚ
ൌ ቆ

ߚ

ߙ
ቇ

݊ି1

ቆܾ1 െ
1

ߙ െ ߚ
ቇ ൌ ቆ

ߚ

ߙ
ቇ

݊ି1

൭
1

ܽ1 െ ߚ
െ

1

ߙ െ ߚ
൱	. 

ߙ െ ߚ ൌ െ2ටܽ
2
൅ 1	および

ߚ

ߙ
ൌ െ൭ටܽ

2
൅ 1 ൅ ܽ൱

2

	を代入すると 

ܾ݊ ൌ ቐെ൭ටܽ
2
൅ 1 ൅ ܽ൱

2

ቑ

݊ି1

ۉ

ۇ െ1

ටܽ
2
൅ 1 െ ܽ

൅
1

2ටܽ
2
൅ ی1

ۊ െ
1

2ටܽ
2
൅ 1

	. 

ここで、ටܽ
2
൅ 1 ൅ ܽ ൐ 1, 

ି1

ටܽ
2
ା1ିܽ

൅
1

2ටܽ
2
ା1

ൌ െ
ටܽ

2
ା1ାܽ

2ටܽ
2
ା1൭ටܽ

2
ା1ିܽ൱

൏ 0	に注意する。

三角不等式より 

ቚܾ݊ቚ ≧ 	 อ
ටܽ

2
൅ 1 ൅ ܽอ

2݊ି2

ተተ
െ1

ටܽ
2
൅ 1 െ ܽ

൅
1

2ටܽ
2
൅ 1

ተተ െ
1

2ටܽ
2
൅ 1

	→ ൅∞ 

∴ ቚܽ݊ െ ቚߚ ൌ
1

ቚܾ݊ቚ
	→ 0	.		 ∴ lim

݊→∞
ܽ݊ ൌ  .	ߚ

(I),(II)あわせて、数列{ܽ݊}はߚ ൌ ටܽ
2
൅ 1 ൅ ܽ	に収束する。//QED 

 

問題1.55  

証明 (1) ൫1 ൅ ൯ݔ
݊
≧ 1 ൅ ݔ݊ ൐ 最初の不等号は݊ .	ݔ݊ ൌ 1	のとき明らかで、

݊ ≧ 2	に対しては教科書の例題1.17において数学的帰納法で示した。//QED 

(2) 自然数݊	に対し
1

ට݊
൐ 0だから、(1)においてݔ ൌ

1

ට݊
	とおけばቌ1 ൅

1

ට݊
ቍ

݊

൐ ට݊	. 

両辺の݊	乗根をとれば示したい式を得る。//QED 
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(3) (2)の両辺を2乗すると、1より大きい数の݊	乗根は1より大きいこと(1より小

さい数の݊	乗がやはり1より小さいことの対偶)とあわせて  

1 ൏ ට݊
݊

൏

ۉ

1ۇ ൅
1

ට݊ی

ۊ

2

	→ 1	൫݊ → ∞൯	. 

//QED 

 

問題 1.56  

証明 ܵ௡ ൌ ∑ ଵ

௞
	௡

௞ୀଵ とおく。自然数݊	に対し
ଵ

௡
	は正であるから{ܵ௡	}は単調増加数列。

したがってその極限は収束するかまたは൅∞	に発散するかのいずれかである。  

ܵଶ െ ଵܵ ൌ
1
2
	                 

ܵସ െ ܵଶ ൌ ෍
1

2 ൅ ݇
	

ଶ

௞ୀଵ

≧ 2 ൈ
1
4
ൌ
1
2
	         

଼ܵ െ ܵସ ൌ ෍
1

4 ൅ ݇
	

ସ

௞ୀଵ

≧ 4 ൈ
1
8
ൌ
1
2
	         

⋮ 

ܵଶಿ െ ܵଶಿషభ ൌ ෍
1

2ேିଵ ൅ ݇
	

ଶಿషభ

௞ୀଵ

≧ 2ேିଵ ൈ
1
2ே

ൌ
1
2
	൫ܰ	は自然数൯ 

辺々を足し合わせると、任意の自然数ܰ	に対し  

ܵଶಿ െ 1 ≧
ܰ
2
 ∴ 	 ܵଶಿ ≧

ܰ
2
൅ 1	 

∑ ଵ

௡
ஶ
௡ୀଵ 	がある実数ܵ	に収束すると仮定するとすると、ܰ ൐ 2ܵ	なるܰ	に対し  

ܵ ൌ ෍
1
݊

ஶ

௡ୀଵ

൐ ෍
1
݊
ൌ

ଶಿ

௡ୀଵ

ܵଶಿ ≧
ܰ
2
൅ 1 ൐ ܵ ൅ 1	 

これは矛盾。ゆえに∑ ଵ

௡
ஶ
௡ୀଵ 	は収束せず、したがって൅∞	に発散する。//QED 

 

問題 1.57  

証明 (I) ݔ ൌ 0	のとき、1
݊
ൌ 1	より明らか。 

(II) ݔ ൐ 0	のとき、問題1.33(1)より 
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ሺ1 ൅ ሻݔ ቀ1 ൅
ݔ
2
ቁ ቀ1 ൅

ݔ
3
ቁ⋯ቀ1 ൅

ݔ
݊
ቁ ≧ 1 ൅ ቀݔ ൅

ݔ
2
൅⋯൅

ݔ
݊
ቁ ൌ 1 ൅ ෍ݔ

1
݇

௡

௞ୀଵ

	 

前問の結果より、݊ → ∞	のとき右辺は൅∞	に発散し、したがって左辺も൅∞	に発

散する。  

(III) ݔ ൏ 0	のとき、問題 1.33(2)よりܰ ൐ 、に対し	なる任意の自然数ܰ|ݔ|  

ቆ1 െ
|ݔ|

ܰ
ቇቆ1 െ

|ݔ|

ܰ ൅ 1
ቇ⋯ቆ1 െ

|ݔ|

ܰ ൅ ݊
ቇ ൏

1

1 ൅ ൬
|ݔ|
ܰ ൅

|ݔ|
ܰ ൅ 1 ൅⋯൅

|ݔ|
ܰ ൅ ݊൰

ൌ
1

1 ൅ ∑|ݔ|
1
݇

ேା௡
௞ୀே

	 

左辺は有限個の正の数の積だからやはり正である。一方、前問の結果より、

݊ → ∞	のとき右辺の分母は൅∞	に発散し、したがって右辺は0	に収束する。両辺

にሺ1 ൅ ሻݔ ቀ1 ൅
௫

ଶ
ቁ ቀ1 ൅

௫

ଷ
ቁ⋯ቀ1 ൅

௫

ேିଵ
ቁ	をかけてもやはり0	に収束する。//QED 

 


