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(9.34)における行列式の計算 

||

1 1 −1 −1
𝑖𝛼 −𝑖𝛼 −𝛽 𝛽

𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) 𝑒−𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −𝜆𝑒−𝛽𝑏 −𝜆𝑒𝛽𝑏

𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏 𝛽𝜆𝑒𝛽𝑏

||

= ||

1 0 −1 0
𝑖𝛼 −2𝑖𝛼 −𝛽 2𝛽

𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −2𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) −𝜆𝑒−𝛽𝑏 −2𝜆 sinh 𝛽𝑏

𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −2𝑖 α cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) −𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏 2𝛽𝜆 cosh 𝛽𝑏

||

= ||

1 0 0 0
𝑖𝛼 −2𝑖𝛼 𝑖𝛼 − 𝛽 2𝛽

𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −2𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) 𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝜆𝑒−𝛽𝑏 −2𝜆 sinh 𝛽𝑏

𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −2𝑖 α cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) 𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏 2𝛽𝜆 cosh 𝛽𝑏

||

= |

−2𝑖𝛼 𝑖𝛼 − 𝛽 2𝛽

−2𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) 𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝜆𝑒−𝛽𝑏 −2𝜆 sinh 𝛽𝑏

−2𝑖 α cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) 𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏 2𝛽𝜆 cosh 𝛽𝑏

|

= −2𝑖𝛼(𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝜆𝑒−𝛽𝑏)2𝛽𝜆 cosh 𝛽𝑏

+ (𝑖𝛼 − 𝛽)2𝜆 sinh 𝛽𝑏 (2𝑖 α cos 𝑎(𝑎 − 𝑏))

− 2𝛽2𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) (𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏)

+ 2𝛽(𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝜆𝑒−𝛽𝑏)2𝑖 α cos 𝑎(𝑎 − 𝑏)

− 2𝑖𝛼2𝜆 sinh 𝛽𝑏 (𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏) + (𝑖𝛼 − 𝛽)2𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) 2𝛽𝜆 cosh 𝛽𝑏 

= (−𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) + 𝜆𝑒−𝛽𝑏)4𝑖𝛼𝛽𝜆 cosh 𝛽𝑏 + (𝑖𝛼 − 𝛽)4𝑖𝛼𝜆 cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏

+ (4𝛼𝛽𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) + 4𝑖𝛽2𝜆𝑒−𝛽𝑏) sin 𝑎(𝑎 − 𝑏)

+ 4𝑖𝛼𝛽(𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) − 𝜆𝑒−𝛽𝑏) cos 𝑎(𝑎 − 𝑏)

+ (4𝛼2𝜆𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) + 4𝑖𝛼𝛽𝜆2𝑒−𝛽𝑏) sinh 𝛽𝑏 + (−4𝛼

− 4𝑖𝛽2𝜆) sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) cosh 𝛽𝑏 

= 4𝛼𝛽𝜆(−𝑖𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) cosh 𝛽𝑏 − 𝑖 cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏

− 𝑖𝑒−𝛽𝑏 cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) − sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) cosh 𝛽𝑏)

+ 4𝑖𝛼𝛽𝜆2𝑒−𝛽𝑏(cosh 𝛽𝑏 + sinh 𝛽𝑏)

+ 4𝛼2𝜆(− cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏 + 𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) sinh 𝛽𝑏)

+ 4𝛼𝛽𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏)(sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) + 𝑖 cos 𝑎(𝑎 − 𝑏)) + 4𝛽2𝜆(𝑖𝑒−𝛽𝑏 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏)

− 𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) cosh 𝛽𝑏) 



= 𝛼𝛽𝜆 (−2𝑖𝑒𝑖𝑥(𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦) − 𝑖(𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥)(𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦) − 2𝑖𝑒−𝑦(𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥) + 𝑖(𝑒𝑖𝑥

− 𝑒−𝑖𝑥)(𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦)) + 4𝑖𝛼𝛽𝜆2𝑒−𝛽𝑏(𝑒𝛽𝑏)

+ 4𝛼2𝜆 sinh 𝛽𝑏 (− cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) + 𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏)) + 4𝛼𝛽𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏)(𝑖𝑒−𝑖𝛼(𝑎−𝑏))

+ 4𝑖𝛽2𝜆 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) (𝑒−𝛽𝑏 − cosh 𝛽𝑏) 

[ 𝑥 =  𝛼(𝑎 − 𝑏), 𝑦 =  𝛽𝑏 ] 

= 𝛼𝛽𝜆 (−2𝑖𝑒𝑖𝑥(𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦) − 𝑖(𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥)(𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦) − 2𝑖𝑒−𝑦(𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥) + 𝑖(𝑒𝑖𝑥

− 𝑒−𝑖𝑥)(𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦)) + 4𝑖𝛼𝛽𝜆2 + 4𝑖𝛼2𝜆 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏 + 4𝑖𝛼𝛽

+ 4𝛽2𝜆 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) (𝑖𝑒−𝛽𝑏 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) − 𝑖 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) cosh 𝛽𝑏) 

= −2𝑖𝛼𝛽𝜆2 cos 𝑥 2cosh 𝑦 + 4𝑖𝛼𝛽𝜆2 + 4𝛼2𝜆 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏 + 4𝑖𝛼𝛽

+ 4𝑖𝛽2𝜆 sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) (− sinh 𝛽𝑏 𝑒−𝛽𝑏) = 0 

 

4𝑖𝛼𝛽(𝜆2 + 1) = 4𝑖𝜆(𝛽2 − 𝛼2) sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏 + 8 𝑖𝛼𝛽𝜆 cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) cosh 𝛽𝑏 

𝜆2 + 1 = (
𝛽2 − 𝛼2

𝛼𝛽
sin 𝑎(𝑎 − 𝑏) sinh 𝛽𝑏 + 2 cos 𝑎(𝑎 − 𝑏) cosh 𝛽𝑏) 𝜆 

 

(9.34)からの波動関数の導出 

(

1 1 −1 −1
𝑖𝛼 −𝑖𝛼 −𝛽 𝛽

𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) 𝑒−𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −𝜆𝑒−𝛽𝑏 −𝜆𝑒𝛽𝑏

𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼(𝑎−𝑏) −𝛽𝜆𝑒−𝛽𝑏 𝛽𝜆𝑒𝛽𝑏

) (

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = (

0
0
0
0

) 

b →0のとき 

(

1 1 −1 −1
𝑖𝛼 −𝑖𝛼 −𝛽 𝛽

𝑒𝑖𝛼𝑎 𝑒−𝑖𝛼𝑎 −𝜆 −𝜆
𝑖𝛼𝑒𝑖𝛼𝑎 −𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼𝑎 −𝛽𝜆 𝛽𝜆

) (

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = (

0
0
0
0

) 

1 行目×𝛽 + 2 行目，3 行目×𝛽 + ４行目 で２つの方程式をつくる． 

(
𝛽 + 𝑖𝛼 𝛽 − 𝑖𝛼 −2𝛽 0

𝑒𝑖𝛼𝑎(𝛽 + 𝑖𝛼) 𝑒−𝑖𝛼𝑎(𝛽 − 𝑖𝛼) −2𝛽𝜆 0
) (

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = (
0
0

) 

1 行目×(−𝜆) + 2 行目 →1 行目 で１つの方程式をつくる． 

((𝛽 + 𝑖𝛼)(𝑒𝑖𝛼𝑎 − 𝜆) (𝛽 − 𝑖𝛼)(𝑒−𝑖𝛼𝑎 − 𝜆) 0 0) (

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = (0) 

したがって， 



𝐵 = −
(𝛽 + 𝑖𝛼)(𝑒𝑖𝛼𝑎 − 𝜆)

(𝛽 − 𝑖𝛼)(𝑒−𝑖𝛼𝑎 − 𝜆)
𝐴 

S を定数として， 

𝐴 = 𝑆(𝛽 − 𝑖𝛼)(𝑒−𝑖𝛼𝑎 − 𝜆),    𝐵 = −𝑆(𝛽 + 𝑖𝛼)(𝑒𝑖𝛼𝑎 − 𝜆) 

(9.19)より，波動関数は 

𝜙1 = 𝐴𝑒𝑖𝛼𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝛼𝑥 

𝜙1

𝑆
= (𝛽 − 𝑖𝛼)(𝑒−𝑖𝛼𝑎 − 𝜆)𝑒𝑖𝛼𝑥 − (𝛽 + 𝑖𝛼)(𝑒𝑖𝛼𝑎 − 𝜆)𝑒−𝑖𝛼𝑥 

= 𝛽(𝑒𝑖𝛼(𝑥−𝑎) − 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)) − 𝛽𝜆(𝑒𝑖𝛼𝑥 − 𝑒−𝑖𝛼𝑥) 

−𝑖𝛼(𝑒𝑖𝛼(𝑥−𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)) + 𝑖𝛼𝜆(𝑒𝑖𝛼𝑥 + 𝑒−𝑖𝛼𝑥) 

= 2𝑖𝛽 (sin 𝛼(𝑥 − 𝑎) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 sin 𝛼𝑥) − 2𝑖𝛼(cos 𝛼(𝑥 − 𝑎) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 cos 𝛼𝑥) 

（𝜆 = 𝑒𝑖𝑘𝑎を代入した） 

規格化は後で行うので，2𝑖𝛽で割って， 

𝜙1 = (sin 𝛼(𝑥 − 𝑎) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 sin 𝛼𝑥) −
𝛼

𝛽
(cos 𝛼(𝑥 − 𝑎) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 cos 𝛼𝑥) 

𝜙1 = (sin 𝛼𝑎 (
𝑥

𝑎
− 1) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 sin 𝛼𝑎 (

𝑥

𝑎
)) −

𝛼

𝛽
(cos 𝛼𝑎 (

𝑥

𝑎
− 1) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 cos 𝛼𝑎 (

𝑥

𝑎
)) 

ここで， 

𝛼 =
√2𝑚𝐸

ℏ
, 𝛽 =

√2𝑚(𝑉0 − 𝐸)

ℏ
 

なので，𝑉0 → ∞のとき 

𝛼

𝛽
= √

𝐸

𝑉0 − 𝐸
→ 0  

したがって，最初の( )の中身だけが残り， 

𝜙1 = (sin 𝛼𝑎 (
𝑥

𝑎
− 1) − 𝑒𝑖𝑘𝑎 sin 𝛼𝑎 (

𝑥

𝑎
)) 

ただし，規格化定数を上記に掛ける必要がある． 


