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本書は，1学期程度の講義の多様体論の知識を持つ読者を対象にして，微分幾何学の一

般論を解説する前半部分（第 1章，第 2章）と，その応用としてスピン多様体，ディラク

作用素，サイバーグ・ウィッテン不変量を解説する後半部分（第 3章，第 4章）からなる．

前半部分は東京工業大学理学部における微分幾何学の一般論についての講義ノートを，後

半部分は 1995年に研究室の大学院生を相手に講義したノートと 2000年 2月の八王子大学

セミナーハウスにおける講義ノートをそれぞれ加筆，修正したものである．

前半の目的は微分幾何学の解説であるが，特に特性類を含む接続の一般論，測地線論の

基本事項，ケーラー幾何学などの複素微分幾何学に関する基本事項，テンソル解析の技

法の 4 つを解説することとに重点をおいた．後半部分は，先に出版された著者による翻

訳「J．モーガン著：サイバーグ・ウィッテン理論とトポロジー（培風館，1998）」を執筆

しながらもう少し違う書き方もありうると感じた経験をもとに，著者なりのサイバーグ・

ウィッテン不変量の解説をしたつもりである．サイバーグ・ウィッテン不変量を定義する

方法は，SU(2)インスタントンを用いたドナルドソン多項式不変量，フレアーホモロジー，

グロモフ・ウィッテン不変量，量子コホモロジーなどの定義に共通するものがあり，一つ

を理解すれば他の定義の基本的なものの考え方は理解される．その意味で，本書において

特にサイバーグ・ウィッテン不変量のみを学習するということではなく，これらのゲージ

理論的不変量の定義の典型例としてサイバーグ・ウィッテン不変量を取り上げるものであ

ると考えていただきたい．以下，

A. 前半部分で扱われるテーマが幾何学全般の中に占める位置を述べる；

B. 後半部分で解説したいゲージ理論的不変量の構成方法の概略を述べる；

の 2つを目標とする．

A. 多様体論を学び始めたときに最初に出会う大きな定理はド・ラームの定理であろう．こ

の定理はド・ラームコホモロジー群が定数層 R係数のチェックコホモロジーと同型である

ことを主張する．ここに，p次微分形式全体 Ωp に作用する外微分作用素 d : Ωp → Ωp+1

から作られる複体をド・ラーム複体といい，そのコホモロジーがド・ラームコホモロジー群

である．さらに，多様体M がコンパクト向き付け可能ならばド・ラームコホモロジー群は

調和微分形式の全体とも同型である（ホッジ理論）．この場合，調和形式の全体は有限次元

であるからド・ラームコホモロジー群Hp = Zp/Bp は有限次元である．ここで Zp は p次

閉形式の全体であり，Bp は p次完全形式の全体であり，どちらも無限次元である．しか

し，商空間 Zp/Bp は有限次元になるのである．後で述べるゲージ理論においてモデュラ

イ空間が有限次元になるのも同じような状況である．



幾何学の色々な理論の一つの出発点となるものの中にガウス・ボンネの定理がある．R
3

内の曲面M に対し，局所的に 2つの接ベクトル場 e1，e2を正規直交基底であるように取

る．次に τ1，τ2 を e1，e2 の双対基底となる 1次微分形式と取る．

dτ i + θi1 ∧ τ1 + θi2 ∧ τ2 = 0

により θij を定義し，接続形式という（命題 2.2.3参照）．行列 θ = (θij)は歪対称行列に値

を持つ 1次微分形式である．

dθ1
2 = κ θ1 ∧ θ2

により κを定義し，ガウス曲率という．κは e1，e2 の取り方によらない．ガウス・ボン

ネの定理の主張は
1
4π

∫
M

κ θ1 ∧ θ2 = χ(M)

ということである．ここに χ(M)はM のオイラー数，すなわち 3角形分割したときの，

頂点の個数 −辺の個数 +面の個数である．この式はM の与えられた 3角形分割に対し

証明され，従って特にオイラー数が 3角形分割の取り方によらないこと，また左辺の積分

がM の形に（すなわち R
3への埋め込み方に）よらないことが同時にわかる．特に，2次

微分形式 e := 1
4πκ θ

1 ∧ θ2 はM の R3 への埋め込みによらない 2次元ド・ラームコホモロ

ジー類を定めることがわかる．この類をM のオイラー類という．この状況を一般化する

と次のようになる．コンパクト向き付け可能多様体M 上の複素ベクトル束 E → M が与

えられるとチャーン類と呼ばれる偶数次コホモロジー類が標準的に定まる．実 2次元向き

付け可能多様体は 1次元複素多様体であり，特に接ベクトル束は 1次元複素ベクトル束で

ある．その第 1チャーン類がオイラー類である．実ベクトル束に対してはポントリャーギ

ン類と呼ばれる 4k 次元コホモロジー類が定まる．このようなコホモロジー類を総称して

特性類という．ベクトル束から定まる特性類は実は同伴主束から定まることがわかり，一

般にコンパクトリー群 Gを与えたとき，主 G束の分類空間 BG のコホモロジー環の元を

分類写像で引き戻したコホモロジーが特性類であるということができる．このような元は

主束の接続とその曲率形式を用いて表すことができる．以上の理論はチャーン・ヴェイユ

理論と呼ばれる．

ド・ラームの定理とチャーン・ヴェイユ理論を併せると次のことがいえる．ド・ラーム複

体のオイラー・ポアンカレ指標はオイラー類を積分した値に等しい．これを一般化したも

のがアティヤ・シンガー指数定理であり，この定理は次のように言い表される：解析的指

数と位相的指数は等しい．解析的指数とはフレドホルム作用素としての指数ということで

あり，位相的指数とは特性類の積分で表される指数という意味である（厳密には位相的指

数はK理論の言葉で表現される）．ド・ラーム複体以外では，ドルボー複体に応用したリー

マン・ロッホの定理，d+ d∗ : Ωeven → Ωoddに適用したヒルツェブルフの符号定理，スピ

ン多様体のディラク作用素に適用した定理（ディラク作用素の指数は Â種数に等しい）な

どがアティヤ・シンガー指数定理の応用例である．アティヤ・シンガー指数定理は本書の

程度を越えるので，本書では解説せず，特別な場合のみに結果だけを用いる．例えば [18]，
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[28]などを参照されたい．

上の例にあげた複体は楕円型複体と呼ばれるものである．このような複体のコホモロジー

は適当な曲率の条件のもとで 0になることがわかる．例えばドルボー複体のコホモロジー

群は調和微分形式のなすベクトル空間と同型である．一方ある種の調和微分形式は適当な

曲率の条件のもとでは 0しかないことがわかり，従ってコホモロジー群の一部は適当な曲

率の条件のもとに 0となる．小平の消滅定理はこのような議論による結果である．また，

ディラク作用素の核の元は調和スピノルと呼ばれるが，多様体が正のスカラー曲率を持て

ば調和スピノルは 0しか存在しないことがわかり，従って多様体が正のスカラー曲率を持

てば Â種数は 0になることがわかる．このような証明をする方法はボホナーテクニックと

か，ボホナー・ヴァイツェンベック公式による方法などと呼ばれるものであるが，これを

実行するための基礎がテンソル解析である．また，多様体上の非線形偏微分方程式におけ

るア・プリオリ評価においてもテンソル解析は必要であり，これに習熟することは大域解

析学を学習・研究する上で有益である．

さて，アティヤ・シンガー指数定理のように解析的な手法を用いて多様体の大域的性質

を調べる数学を大域解析学という．大域解析学の典型的かつ古典的な例は測地線論であろ

う．本書では多様体の上で微分方程式を解いて多様体の大域的性質を調べる典型として測

地線論から得られる結果，例えば Syngeの定理などを紹介する．測地線を高次元化したも

のに調和写像がある．測地線は 1次元多様体からの写像であるのに対し，調和写像は一般

次元多様体からの写像である．このため，測地線のみたす微分方程式が常微分方程式であ

るのに対し，調和写像のみたす微分方程式は偏微分方程式でありしかも非線形であるため，

調和写像の存在が証明できる場合は高次元においてはまれである．しかし，幸運にも存在

が示される場合は多様体の研究の強力な道具となる．この他，極小曲面，その高次元化で

ある極小部分多様体，アインシュタイン計量，もっと一般に平均曲率一定曲面，スカラー

曲率一定計量なども有用である．これらはどちらかというと直接的に偏微分方程式の解を

多様体の研究に使うものであるが，次に説明するゲージ理論的不変量を構成する方法は間

接的に微分方程式を用いる．

B. F : M → N を多様体M , N の間の滑らかな写像とする．更にM , N にはリー群 G が
作用し，F は G同変であるとする：F (gx) = gF (x)．o ∈ N をGの不動点とし，F−1(o)/G
をモデュライ空間と呼ぶことにする．1 ∈ G，x ∈ F−1(o)，o ∈ N における各接空間の間

の自然な写像の列

0 → T1G → TxM → ToN → 0

は複体をなす．これは単に G のリー環の元 ξ が自然に定めるM のベクトル場を同じ ξ で

表すとき，

dFx(ξ) = 0

であることを言っているに他ならない．この複体のコホモロジーをHi，i = 0, 1, 2，によ

り表そう．陰関数定理により dFx が全射なら F−1(o)は滑らかな部分多様体である．dFx
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が全射とは H2 = 0ということである．更に G の作用が自由なら商空間 F−1(o)/G は再
び滑らかな多様体になる．G の作用が自由ということはH0 = 0ということである．この

条件のもとに H1 がモデュライ空間の接空間であり，その次元は dimH1 = −χとなる．
ただし χは複体のオイラー・ポアンカレ標数である．ゲージ理論で現れる状況はM，N

は無限次元多様体（しかるべき函数空間）であり，F は非線形偏微分方程式（例えば接続

に関する自己双対方程式であったり，サイバーグ・ウィッテン方程式であったり）であり，

そして複体は上述のような楕円型複体である．よってアティヤ・シンガー指数定理により，

モデュライ空間の次元は特性類を用いて表される．さて，実際上H0 = H2 = 0とは限ら

ないので非線形偏微分方程式を摂動することにより，H0 = H2 = 0となるようにしたい．

簡単のためH0 = 0にはできると仮定してこの点は気にしないことにしょう．H2 = 0とす

るために（無限次元）多様体Δでパラメーター付けられた摂動偏微分方程式の族 {Fδ}δ∈Δ

を考える．ただし F0 = F とする．

F̃ : M × Δ → N

を F̃ (x, δ) = Fδ(x)により定義したとき，F̃−1(o) =: MΔは滑らかな（無限次元）多様体

になり，π(x, δ) = δ により定義される写像

π : MΔ → Δ

はフレドホルム写像になったとしよう．実際上の応用ではいつもこのようになるのでこの

ようなものであると安心してよい．またフレドホルム写像とはその微分がフレドホルム作

用素（核も余核も有限次元ということ）になるもののことである．有限次元の可微分写像

と同様にフレドホルム写像に対してもサードの定理が成り立つことが S. スメイルによっ

て証明されている．よって oが正則値でなくても oの十分近傍に正則値が存在する．そし

て正則値 δの逆像 π−1(δ)は有限次元の滑らかな多様体になる．2つの相異なる正則値 δ1，

δ2をとっても π−1(δ1)と π−1(δ2)はボルダント，すなわち 1次元高い多様体W が存在し

て ∂W = π−1(δ1) − π−1(δ2)となることがわかる．ここに −と書いたのは向きを考慮し
てである．したがってこのボルディズム類を多様体の大域的性質の研究に用いようという

のが，ゲージ理論的不変量の考え方である．例えば本書で取り上げるサイバーグ・ウィッ

テン方程式を用いると可微分構造の違いを見分ける不変量が得られる．ここで言いたいこ

とは他のゲージ理論的不変量の定義においても同じパターンで議論が進むので，一つを学

べば他も同様であるということである．

最後に，サイバーグ・ウィッテン方程式のトポロジーへの応用が発表された 1994年に，

出張先のバークレー・MSRIでウィッテンやクロンハイマー・ムローカの論文をネットワー

クから取り出してくれた牛腸徹氏にこの場を借りてお礼を申し上げたい．また挿絵を書い

ていただくなどお世話になったサイエンス社の平勢耕介氏に感謝したい．

2002年 11月

二木 昭人
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第 1 章

多様体の基本事項

この章では線形代数および多様体論からの基本事項を復習する．線形代数に

ついて微分幾何で慣用的に用いられるノーテイションは，テンソル解析におい

ても主束の接続のゲージ変換や曲率の式においても大切であるので微分幾何を

はじめて学ぶ読者は第 1節も目を通して頂きたい．また，この本で用いられる

記号を設定するという目的も同時に兼ねている．複素多様体，層についても説

明する．

1.1 線形代数からの基本事項

V を n次元実ベクトル空間とする．V の双対空間 V ∗ とは V から 1次元ベ

クトル空間 Rへの線形写像全体のなすベクトル空間のことである：

V ∗ = {f : V → R | f は線形 }.

i) V ∗ は実ベクトル空間になる．

証明 f, g ∈ V ∗，α, β ∈ Rに対し αf + βg ∈ V ∗ を

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x), x ∈ V

により定義すれば V ∗ には和とスカラー倍が定まり，これに関し V ∗ はベクト

ル空間の公理をみたす． □

ii) V の次元を nとし，e1, · · · , enを V の基底とする．V の任意のベクトル x

は

x = x1e1 + · · · + xnen

という形に実数 x1, · · · , xnを用いて一意的に表される．ここで添字 iを右上に

のせて xi と書いていることに注意しよう．これは xの i乗という意味ではな



第 2 章

接続の理論およびリーマン幾何

本章では接続の一般論を展開する．まず C∞級ベクトル束の場合の線形接続

について述べ，その特別な場合としてリーマン多様体のレビ・チビタ接続，正則

ベクトル束の標準接続，ケーラー多様体の接続があることを説明する．その後，

これらの一般化として主束の接続があることを説明し，特性類の理論（チャー

ン・ヴェイユ理論，チャーン・サイモンス理論）について述べる．

さらに 2.5節においては測地線，ボホナーテクニックによるテンソル計算，調

和積分論，ホロノミーなどのリーマン幾何における基本事項を解説する．

本章以降はアインシュタインの規約を用い，上下に同じ添字がついていれば

Σ記号が無くてもその添字に関し和を取っているものとする．

2.1 ベクトル束の接続

M を n次元 C∞級多様体，π : E → M をM 上の実または複素ベクトル束

とする．切断全体C∞(M,E)は実または複素ベクトル空間になる．Eが複素ベ

クトル束のときは TM も複素化しておくことにする．TM の複素化 TM ⊗R C

とは各ファイバーを複素化したベクトル束のことである．接ベクトル束の複素

化とは実際上複素数 Xi を係数とする接ベクトル Xi∂/∂xi を考えることにす

ることに他ならない．記号は複素化したものも TM をしばしば混用することに

する．

定義 2.1.1 線形写像 ∇ : C∞(M,E) → C∞(M,E ⊗ T ∗M)が E の線形接

続であるとは，任意の関数 f ∈ C∞(M)と切断 s ∈ C∞(M,E)に対し

∇(fs) = f∇s+ s⊗ df

をみたすときをいう．このような線形接続∇が与えられたとき，T ∗M と TM

の縮約から定まる写像



第 3 章

Spin構造とディラク作用素

本章では Spin多様体とディラク作用素，リヒネロウィッツ公式などについ

て述べる．Spin(n) は SO(n) の 2 重被覆群である．SO(n) 表現から来ない

Spin(n)の既約表現を Spin(n)表現という．Spin表現はクリフォード代数を

用いて記述される．第 4章においては n = 4の場合のみを扱うので，一般次元

のクリフォード代数の基本事項はスケッチのみにとどめる．

3.1 Spin構造とSpinc構造

まず 2つの例から始めよう．

例 3.1.1 SU(2) ∼= S3．

証明 ユニタリ群 U(2)の元 Aは tAA = E となる 2行 2列の複素行列であ

る．このような行列は |α|2 + |β|2 = 1なる複素数 α，β を用いて

A =

(
α −βeiθ
β αeiθ

)

の形に書ける．よって特殊ユニタリ群 SU(2)は

SU(2) =

{(
α −β
β α

)
|α|2 + |β|2 = 1

}

=

{(
α

β

)
∈ C2 |α|2 + |β|2 = 1

}
∼= S3

となる． □

例 3.1.2 2重被覆 p : SU(2) → SO(3)が存在する．特に，SO(3)は 3次元



第 4 章

サイバーグ・ウィッテン方程式

本章ではサイバーグ・ウィッテン方程式について解説する．まず，微分構造

の不変量であるサイバーグ・ウィッテン不変量の構成方法について述べる．次

にウィッテンの原論文にある議論を用いて，K3曲面の Spinc構造で 0でない

サイバーグ・ウィッテン不変量を持つものは自明な Spinc構造のみであること

を証明する．

4.1 接続の空間

接続については第 2章で詳しく論じたが，そこでは多くの場合一つ一つの接

続について論じた．しかし，反自己双対ヤン・ミルズ（Yang–Mills）接続の理

論（ドナルドソン（Donaldson）理論）やサイバーグ・ウィッテン理論において

は接続全体の空間を考える．例えばドナルドソン理論においては接続を未知関

数とする反自己双対方程式を考える．この方程式の解が反自己双対接続であり，

ヤン・ミルズ接続の特別な場合になっている．このような解の全体は接続全体

の空間 A（無限次元）の部分多様体 S をなす（やはり無限次元）．次にゲージ
群 G はやはり無限次元であるが，反自己双対方程式はゲージ不変であり，解空
間 S は G の作用で保たれる．軌道空間 S/G は有限次元になる．反自己双対方
程式はリーマン計量に依存するが，S/G の A/G におけるボルディズム類（大
胆に言うとホモロジー類）はリーマン計量の摂動により不変であるから，この

類が可微分構造に依存する不変量であるというのがドナルドソン理論のあらま

しであった．

サイバーグ・ウィッテン方程式においては Spinc構造の行列式直線束の接続

とスピノル場が未知関数となる．やはり接続全体のなす空間を取り扱う必要が

あるので，本節でその取り扱いについて述べたい．

Xをコンパクト，向き付け可能，連結 4次元多様体とする．主G束π : P → X
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