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場の量子論の歴史は古く，量子力学の誕生直後にまでさかのぼる．量子力学は，物質の代表格で
あった電子に対する量子論である．したがって，波の代表格であった光に対する量子論を考えたの
は自然の成り行きである．光は古典的な電磁場で表されていたので，場の量子化を考えることにな
る．つまり場の量子論である．場の量子化自体はそれほど難しくなく，電子と光の相互作用は弱い
ので，結合定数の大きさのべき展開で理論は定義できるように見えた．これを摂動論という．残念
ながら，摂動計算を進めていくと，連続時空の場の自由度が無限であることに起因して，いたると
ころに無限大が出てくる．幸いこの発散は，結合定数を含めた幾つかの理論パラメーターに押し込
む（くりこむ）ことができ，有限な計算結果が得られることがわかった．このようにしてできた，
電子と光の量子論が量子電気力学（QED）であり，現在に至るまで輝かしい成果を挙げている．た
だし同様のことを，強い相互作用に適用しようとしても，結合定数が大きすぎて摂動論が使えない．
この問題を解決したのがウィルソンによる格子上の場の理論である．場の変数を，格子上の有限な
自由度に制限することにより，非摂動論的な研究が数値シミュレーションにより可能となった．た
だし，ウィルソン自身は，自分が生きているうちに現実的な計算ができるほどに計算機の能力が向
上するとは，思っていなかったようである．しかしその後の，計算機技術および数値シミュレー
ションアルゴリズムの進化には目を見張るものがあり，格子場の理論は現在では，場の理論を非摂
動論的に研究する手段として確立している．
本書の目的は，格子上の場の理論を，多自由度系の量子力学の知識がある読者に解説することで
あり，具体的には学部 4年生および大学院生を想定している．ただし，内容のレベルは各章毎に違
うのでそれを説明しておく．
第 1章では，格子場の理論を導入する準備として，1次元格子上に格子間隔が aで規則的に並ん
でいる，原子の多体系（1次元結晶）の正準量子化を行った．量子化をすると，音響子と呼ばれる
素励起が現れる．物性物理では，格子間隔 aは有限な値を持つ物理量である．しかし，連続時空の
場の理論を構成するには，a → 0の連続極限を取らなければならない．第 1章では，相互作用をし
ない自由場についてこれを解説した．第 2章で，力学系を量子化する新たな方法として経路積分を
解説した．初めに 1自由度の量子系（量子力学）について経路積分を導入し，次に多自由度系とし
て，第 1章で扱った 1次元結晶を経路積分を使って量子化する．変数の名前を変更すると，この系
は時間 1次元，空間 1次元のスカラー場の理論になっている．これら 2つの章の内容は，多自由度
系の量子力学を知っている読者には，それ以外の知識がなくても理解できるはずである．第 3章と
第 4章では，場の理論の摂動論とくりこみ，および摂動論的くりこみ群の解説をした．紙面の制限
から，本書で必要になる事柄を列挙することしかできなかった．これらについては，通常の場の理
論の参考書に詳しく解説されているので，そちらも参考にしてほしい．第 5章では，非摂動論的く



りこみ群についての解説を行った．経路積分を用いると，格子上で有限な格子間隔を持つ場の理論
は，非摂動論的に定義できる．ただし，連続極限を取り，相互作用を持つ連続理論を作るのは自明
な問題ではなく，非摂動論的くりこみ群を用いた議論が必要になる．非摂動論的くりこみ群の内容
は，物性物理ではごく基本的なものである．ただし，それを場の理論の立場から論じた（日本語の）
参考書は少ないので，ここで詳しく説明を行った．第 6 章では，格子上のスカラー場およびフェ
ルミオン場についての解説を，本書で必要になる範囲で行った．最近注目を浴びている，オーバー
ラップフェルミオンやドメインウォールフェルミオンについては他の参考書を見ていただきたい．
第 7章で，ゲージ変換を導入し，ゲージ変換に対して不変な場の理論（ゲージ場の理論）の構成に
ついて，連続理論および格子場の理論の両方について詳しく論じた．第 8章で漸近的自由な場の理
論の概要を解説した．4次元連続時空で相互作用を非摂動論的に持つ場の理論は，現在知られてい
る範囲では，漸近的自由な場の理論のみであり，素粒子の相互作用を記述する大切な要素となって
いる．格子場の理論で非摂動論的に計算された物理量から，連続理論の物理量を求めるには Λパラ
メーターの知識が必要であり，この説明も行った．第 9章では，物理量を数値シミュレーションで
具体的に求める方法についての解説を，格子場の理論の立場から行った．数値シミュレーションア
ルゴリズムを全く知らない読者にもわかるように，その原理から応用までを一貫して書いたつもり
である．第 10章と第 11章で格子場の理論の応用例として，弦定数と中間子質量の計算を具体的に
説明した．通常，弦定数はクォーク間ポテンシャルから求めるが，ここではウィルソンループから
直接求め，連続極限を取る方法を紹介した．陽子や中性子のようなバリオンの質量については，す
でに多くの参考書に記載されているのでそれらを参考にしてもらいたい．第 12章と第 13章では，
ツイスト境界条件とラージ N 極限についての，最近の話題について記述した．これらの章は中級
者向けなので，初学者の方は興味があったら読んでもらいたい．
本書の参考文献 [1]～[16]に，場の理論および格子場の理論に関する参考書および総合報告を幾
つか挙げておいた．本書のテーマについてさらに知見を深めたい読者は各自参照してもらいたい．
本書は，大川と石川が大学院博士課程前期の学生に対して行った，場の理論および格子場の理論
の講義をもとに加筆したものである．大学院生の上野崚一郎君には，講義ノートの整理をして頂い
た．第 11章の中間子の質量の具体的な計算の手伝いも，上野君にして頂いた．さらに，本書を完
成するにあたり，素粒子論研究室の研究員である金森逸作氏，清水勇介氏，大学院生の上野崚一郎
君，坂本弘樹君，学部 4年生の宮鼻叶太君には原稿の校正を一緒にして頂いた．これらの方々に，
感謝の意を表する．

2018年 2月

大川正典 石川健一

ii まえがき



目 次

第 1章 1次元の多粒子系と場の理論 1
1.1 1次元の結晶モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 連続理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

第 2章 経路積分 10
2.1 量子力学における経路積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 ユークリッド時間での経路積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3 多自由度の経路積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4 格子場の理論における経路積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

第 3章 摂動論 27
3.1 自由場の経路積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 経路積分による摂動論の定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.3 運動量空間での摂動論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

第 4章 くりこみとくりこみ群 40
4.1 くりこみ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.2 くりこみ群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

第 5章 格子上での非摂動論的くりこみ群 48
5.1 連続極限と臨界点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.2 作用空間とくりこみ群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.3 固定点と連続理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

第 6章 格子場の作用 59
6.1 実スカラー場の作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
6.2 複素スカラー場の作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6.3 ディラック場の作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

第 7章 格子ゲージ理論 71
7.1 ゲージ原理とゲージ場の導入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
7.2 格子上のゲージ対称性と格子ゲージ理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74



7.3 ゲージ場の経路積分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
7.4 ウィックの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

第 8章 漸近的自由な場の理論 93
8.1 漸近的自由性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
8.2 Λパラメーター . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

第 9章 シミュレーションアルゴリズム 101
9.1 マルコフチェーン・モンテカルロ法と詳細釣り合いの条件 . . . . . . . . . . . . . . 101
9.2 メトロポリス（メトロポリス・ヘイスティングス）法 . . . . . . . . . . . . . . . . 108
9.3 熱浴法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
9.4 ハイブリッドモンテカルロ法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
9.5 SU(N)格子ゲージ理論に対するアルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

9.5.1 熱浴法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
9.5.2 ハイブリッドモンテカルロ法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

9.6 格子フェルミオンの運動方程式の解法アルゴリズム . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

第 10章 弦定数 146
10.1 重いクォーク間のポテンシャル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
10.2 クロイツ比を用いた弦定数の決定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
10.3 SU(3)純ゲージ理論の弦定数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

第 11章 ハドロン質量 155
11.1 ハドロン相関関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
11.2 格子上のカイラル対称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
11.3 中間子質量の計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

第 12章 ツイスト境界条件とラージ N 理論 162
12.1 ツイスト境界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
12.2 体積独立性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
12.3 ラージ N 理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
12.4 格子上のツイスト境界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

第 13章 時空縮約理論 174
13.1 時空縮約理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
13.2 時空縮約理論の数値シミュレーション . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

13.2.1 ウィルソンループ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
13.2.2 弦定数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

iv 目 次



13.2.3 中間子相関関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

付録A 1次元調和振動子 183

付録 B フーリエ変換とフーリエ積分 185

付録 C ネーターの定理と自発的対称性の破れ 187

付録D カイラル対称性の自発的な破れ 190

付録 E U(N)群について 193
E.1 群の生成子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
E.2 SU(N)群の中心 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
E.3 群のハール測度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

付録 F モンテカルロ法による分布の作り方 204
F.1 逆関数法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
F.2 棄却法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

参考文献 209
索 引 213

v


