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AIが実用化されるにつれ，情報の分野でもこれに対応した理論の基礎が求められるようになって
きた．情報幾何はその一つの方法を提供するもので，ここに至って AI, 信号処理，画像工学，脳科
学，さらに物理学と，多くの分野で注目を浴びるようになっている．本書の発刊および少し遅れた
Springerからの英文の出版に留まらず，多くの情報幾何の解説書が見受けられる．また Springer社
から，統計数理研究所の江口真透教授を編集長とする国際学術誌「Information Geometry」が昨年
から刊行され，研究者が世界的に増加している．
本書も刊行以来 5年を経過し，その後の発展を少しでも取り入れたくなった．旧版での誤りを訂

正するとともに，内容の一部を削除し，その代わり新しく深層学習とWasserstein距離にかかわる
2章を書き下した．
深層学習はコンピュータの性能の向上と大規模データベースに助けられ，怒涛の如く発展してい

る．まさに驚異である．しかしそれは 1950年代に始まる Rosenblattのパーセプトロンの構想の実
現であり，その理論的な基礎は確率勾配降下学習法と普遍関数近似性能に頼っていた．もちろん，
その他のいろいろな工夫，発明はあり，驚くほどの性能を有するが，しかしどちらかと言えば腕力
に頼ったものであった．
しかるに近年，変化が現れ始めた．一つは，かって統計的機械学習の花形であった訓練誤差と汎

化誤差の関係である．サンプル数 N に対してデータを説明するのに使うモデルのパラメータ数 P

を増やせば，訓練誤差は単調に減少する．しかしあるところを過ぎると，訓練誤差は減るものの，汎
化誤差はかえって増えてしまい，P の大きいモデルは使いものにならない．また，大規模の非線形
モデルでは，極小解が多数あって，確率勾配降下法はそのどれか一つに捉われてしまうから，うま
く行かない．これが従来の常識であった
深層学習はこの予想を覆して，やってみればうまく行くという成果を示した．それならばそれを

示す理論的な根拠が必要である．近年，P がN 以上に十分大きいときの挙動に関する理論が出始め
た．このとき極小解問題は生ぜず，P が十分に大きければ，訓練誤差は 0に減ること，また，N を
超えて P を大きくすれば，汎化誤差が再び減少に転じることなどである．
ランダムに結合した回路網を初期値として学習を開始したとき，P が十分に大きければ最適解は
そのごく近くにあるという，驚くべき発見があった．これは neural tangent kernelという構想で発
表され，世界に広まっている．ランダム回路は確率分布にも関係し，統計神経力学として私が研究
してきたもので，情報幾何とも関係が深い．さらに，深層回路網の多様体の Fisher情報計量も計算
できる．自然勾配学習法がうまく実用化される．こんな思いで，書籍にするのはまだ早いこの話題
をあえて取り上げて第 15章で紹介した．これからの発展を見守りたい．

Wasserstein輸送問題は，フランスの数学者Mongeに始まる 250年もの歴史を持つ．二つの確
率分布間の距離を，一つの分布を他の分布に輸送するコストで定義する．これは線形計画問題にな
り，ロシアのKantorovichが整備して，ノーベル経済学賞を受賞した．ある空間上での分布の輸送
には距離が関係するから，これは大変自然な分布間の距離である．



しかし，これは情報幾何の意味で不変ではない．分布のもととなる空間にどのような変換を施し
ても，分布間の距離は不変であることを情報幾何は要請するからである．しかし，画像などは 2次
元空間上の分布とみなせるから，画像間の距離は元の空間の距離構造に深く関係している．つまり，
不変性の要請はここでは有害である．

Villaniらの活躍があって，Wasserstein距離が数学の世界で深く考究される一方，画像処理，AI
など，多くの応用の分野で大きな話題になっている．そこで問われるのが，情報幾何との関係である．
もちろん両者は別物で，それぞれに特徴がある．しかしその関係を探求することは急務であろう．

本改訂版の第 16章では，Wasserstein距離の問題を，情報幾何の手法を用いて明らかにする試みを
考えた．これも建設途上の理論ではあるが，基礎，応用を含めてこの分野に新しい方向を示すもの
と自負している．
新たに付け加えた二つの章は，私が引退してから，自分の趣味として続けている研究の一端を紹

介したものである．見苦しい点はご容赦願いたい．
2019年 9月

甘利 俊一
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情報幾何はその名のとおり，情報の豊かな構造を幾何学により表現する方法である．情報科学で
は，論理，代数，解析，確率など，多彩な方法が使われているが，幾何学は情報要素の相互の関係
を明らかにするのに有用である．情報幾何は，確率分布を情報要素とみなし，統計的な推論の仕組
みを明らかにする理論として登場したが，いまは機械学習，信号処理，神経回路網など，広い分野
で注目され，大きな話題になってきた．
情報幾何は現代の微分幾何を用いて構築されたため，取り付きにくいきらいがあった．しかし，

その内容は直感的に理解できるものである．そこで，微分幾何に無用に深入りすることなく，その
本質を直接的に紹介するとともに，広い応用分野を眺望する解説が必要であると痛感するに至った．
このため「数理科学」誌に 30回にわたる連載を試み，それを整理して大幅に改訂したものが本書で
ある．
情報幾何を数学としてみた場合，それは従来のリーマン空間に 3次の対称テンソルを付け加え，

双対接続という新しい概念を導入したものである．これは数学としても発展しつつあるし，関数空
間での情報幾何などいまだに未解決の部分もある．しかし，本書では数学的な厳密性には一切こだ
わらず，直感的な理解で話を進めようと試みた．
本書は 4部構成である．第 I部は情報の空間（多様体）に 2点間の分離の度合いを表すダイバー
ジェンスを導入し，そこから得られる豊かな幾何構造を調べた．ダイバージェンスとは，2点間の
非対称な関数で，ここから双対構造が生み出される．第 II部では，これを数学的に定式化するため
に，微分幾何が必要になる場合に備えて，微分幾何入門を試みた．これまでの微分幾何の教科書は
数学者が数学者のために書いたものである．ここでは，使う人のために厳密性にこだわらず直感的
な入門を旨としたが，読者はこの部分を読み流して構わない．
第 III部は，統計的な推論にあたって情報幾何が基本的な役割を果たすことを明らかにし，多くの
統計的な手法を導入した．第 IV部は，種々の分野への応用である．ここでは，機械学習，画像処
理，信号処理，神経情報，最適化など，いま “熱い” 話題を扱っている．本書は，雑誌で連載した
という性格もあって，各部分が比較的独立に読めるようになっている．わからない部分や興味のな
い部分は読み飛ばして先に進んで一向に差支えない．
情報幾何の建設は国内外の多くの研究者と共同で進めたものである．名前こそ挙げないが，この

方々に深く感謝したい．また，「数理科学」誌連載と本書をまとめる過程で，大溝良平，伊崎修通両
氏には多くの助言と協力をいただいた．忘れてならないのは，私の汚い手書き原稿を整理し，忍耐
強く TEX原稿に仕立ててくれた浪岡恵美さんである．彼女の献身がなければ，本書は完成しなかっ
たであろう．

2014年 6月
甘利 俊一
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