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まえがき

本書は，大学院生や他分野の研究者向けに書いた超弦理論の AdS/CFT双対性の「応用」につい

ての本である．

AdS/CFTは，ある意味，素粒子物理でもっとも活発に議論された考えだと言って差しつかえな

いだろう．素粒子物理学を中心とした論文のデータベース INSPIRE/SPIRESによると [1]，歴代論

文のなかでも AdS/CFTを提唱した論文 [2] が引用件数トップである．この論文は，2008年には，
標準模型で CP対称性の破れを説明した小林–益川論文を抑え 2位に，2011年には，標準模型の電

弱理論を確立したワインバーグ論文を抑えてトップに躍り出た．

もともとAdS/CFTは超弦理論の考えなので，超弦理論の分野で盛んに議論されてきた．しかし，

近年は様相が変わってきており，素粒子論の枠を超えて一般相対論，原子核物理，物性物理，非平

衡統計力学などの分野で議論されてきている．それは，AdS/CFTが「現実世界」を解析するうえ

で強力な手法になりつつあるからである．AdS/CFTは，5次元の曲がった時空の解析によって，4

次元の強結合ゲージ理論を解くことができると主張する．このため，実際に強結合ゲージ理論が登

場する原子核物理をはじめとした分野で盛んに議論されている．

このような AdS/CFTの応用では，超弦理論，一般相対論，原子核理論，物性理論，非平衡統計

力学といった多分野にわたる話が出てくる．そこで，本書では初学者でも学びやすいように，これ

らの分野の基礎を含めて紹介する．また，このように多分野にわたる話では，わからない点があっ

てもなかなか専門家に相談する機会も少ないかもしれない．そこで，初心者がつまずきやすいと思
われる点をなるべく丁寧に議論するよう心がけた．一方，教科書というのは，それだけではなかな

か実際の研究に進むことができないのが常である．本書では，読者が AdS/CFTの研究を実践でき

るよう，結果だけを紹介するのではなく，なるべく細かい計算も含め，また（ごく簡単とは言え）な

るべく進んだ話題，論文にもふれることにした．本書をもとに，もしもさまざまな分野の方々が新

たな AdS/CFTの応用をみつけることができれば幸いである．
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第 1 章

はじめに

1.1 AdS/CFTのあらまし

この章では，まず AdS/CFT の全体像を俯瞰したい．以下ではさまざまな

キーワードが出てくるが，おいおい説明していくので，この段階ではこれらの
用語をあまり気にする必要はない．

AdS/CFT双対性は，もともと超弦理論の分野で出てきた考えである．自然

界には，重力，電磁気力，弱い力，強い力の 4つの相互作用がある．超弦理論

は，これらの力を統一的にあらわす統一理論の最有力候補である（5 章）．

一般に双対性 (duality) とは，表面上まったく異なってみえる 2つの理論が

等価だという考えである．超弦理論ではさまざまな双対性が存在し，超弦理論
の全体像を理解するのに役立っている．一見違ってみえる 2つの理論 A, Bが

等価でありうるのは，たとえば理論Bが弱結合のときに理論Aは強結合になっ

ているせいである．理論 Aが強結合なので，理論 Aの弱結合での記述，基本

的な自由度などが必ずしも適切ではなくなっている．AdS/CFTの場合も同じ

ような構造になっている．
AdS/CFT 双対性の場合，大ざっぱに言って以下の同等性を主張する：

（4次元時空の）強結合ゲージ理論 = （5次元の）AdS 時空

AdS/CFTは 4次元の物理と 5次元の物理が対応すると主張していることに注

意してほしい．このような事情から，AdS/CFTはしばしばホログラフィック

理論とも呼ばれる．通常のホログラムが 2次元面に 3次元の映像を記録してい

るように，4次元の理論で 5次元の理論があらわされるからである．
右辺の AdS 時空は反ド・ジッター時空 (anti-deSitter space) の略称である

（6 章）．「AdS/CFT」の「AdS」は，この AdS時空のことである．球は，正

の定曲率をもつ空間である．同様に AdS時空は，負の定曲率をもつ時空であ

る．ド・ジッターはオランダの天文学者で，1917年にアインシュタイン方程式



第 2 章

一般相対論とブラックホール

本書ではブラックホールが頻繁に登場するので，まずもっとも簡単なブラッ

クホール，シュワルツシルド・ブラックホールについて説明し，シュワルツシ

ルド・ブラックホールでの物理を調べる．

大ざっぱに言って，ブラックホールとは重力が強くなり，光さえも外に出られ

ない領域のことである．そして，ブラックホールの境界をホライズン (horizon)

と呼ぶ．ホライズンからは光さえも逃れられないので，ホライズンはブラック

ホールの内から外へ因果的な影響がおよぶ限界である．

ブラックホールを正確に理解するには，一般相対論が欠かせないが，ブラッ

クホールのようなものの存在は，ニュートン力学的な議論からも想像すること
ができる．物体を星の表面から投げ上げたとき，速度が小さいと重力によって

星に戻ってしまう．ニュートン力学では，星の重力から逃れるためには脱出速

度を超えている必要がある．脱出速度は，エネルギー保存則から，

1
2
v2 =

GM

r
(2.1)

によって決まる．星の質量M が同じ場合，半径 r が小さくなるほど，星表面

の重力は強くなるので，脱出速度も大きくなる．星の半径がきわめて小さくな

ると，ついには脱出速度が光速度になる．このとき，どんな物体であっても重

力からは逃れられない．上の式で v = c とすると，このときの半径は，

r =
2GM
c2

(2.2)

で与えられる．これがホライズンに相当する．太陽程度の重さの場合，ホライ

ズン半径は 3km程度になり太陽半径の 24万分の 1しかない．

いくつかの理由から，正確にはこのような議論は誤りである：

1. まず，ニュートン力学的な議論では光速度は任意である．その結果として，

このような議論では，ブラックホールから離れるにつれて光の速さが減る
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ブラックホールと熱力学

通常の統計力学系と同様に，量子論的なブラックホールは熱力学量をもつ．

本章では，シュワルツシルド・ブラックホールを例に使い，ブラックホールと

熱力学の関係を説明する．

3.1 ブラックホールと熱力学

通常のシュワルツシルド・ブラックホールの場合，ホライズンの半径は r0 =

2GM/c2で与えられる．ホライズンの半径はブラックホールの質量に比例する

ので，物質がブラックホールに落ちこむとホライズンの面積

A = 4πr20 =
16πG2M2

c4
(3.1)

は増大する．また，古典論的にはブラックホールからはなにも出てこない．し

たがって，ホライズン面積は減ることのない量であり∗1），これは熱力学のエン

トロピーを思い起こさせる．したがって，ブラックホールもエントロピーのよ

うな量 SBH をもち（以下，ブラックホール・エントロピーと呼ぶ），

SBH ∝ A ? (3.2)

という関係が推測される．

実は第 2法則に限らず，ブラックホールの性質は熱力学の法則と同じ形でま

とめることができる．そもそもブラックホールは，質量，角運動量，電荷といっ

た少数の性質だけで指定されることが知られている（ノー・ヘア定理）．つまり，
ブラックホールはもとの星のほかの性質，たとえば形や組成などにはよらない．

逆に言えば，少数の初期条件にのみ制限されるので，一つのブラックホールに

*1） ホーキング放射によりブラックホールが蒸発していくと，ホライズンの面積は減少す
る．しかし，ブラックホール・エントロピーと放射のエントロピーを足したものは常に
増大する（一般化された第 2 法則）．



第 4 章

強い相互作用とゲージ理論

これまでブラックホールについて説明したが，この章では AdS/CFT のも

う 1つ重要な要素であるゲージ理論について説明する．強い相互作用の理論で

ある QCDとその相図，重イオン実験を概観したあとで，QCDから生まれた
手法であるラージ Nc ゲージ理論を説明する．ラージ Nc ゲージ理論の考えは

AdS/CFTへと自然につながる．

4.1 強い相互作用とQCD

4.1.1 QCDのあらまし

陽子や中性子は，クォークと言う，より基本的な粒子からできている．しか

し，クォークは通常は陽子や中性子のなかに閉じこめられており，ばらばらに

とり出すことはできない．このクォークどうしを結びつけている力が，強い相

互作用である．強い相互作用の理論は，量子色力学 (QCD) によって記述され

る．QEDは U(1)ゲージ対称性に基づいた理論だが，QCDは SU(3)ゲージ対

称性に基づいている．強い相互作用の担い手は，SU(3)ゲージ場であるグルー
オンである．

クォークは SU(3)基本表現に属し，3つの状態をとることができる．これを

カラーの自由度と言い，量子色力学の「色」はここから来ている．カラーの自

由度を添字 iであらわすと，クォークは qi (i = 1, 2, 3)とあらわすことができ

る∗1）．反クォーク q̄iは反カラーをもつ．電磁気力の源が電荷であるように，強

い相互作用の源は「カラー電荷」である．
クォークはカラーをもつが，カラーはグルーオンとの相互作用により変わり

うる．変化したカラーの違いは，グルーオンによって運ばれる．したがって，グ

ルーオンはカラーと反カラーをもつことになる．グルーオンは，クォーク・反

*1） クォークはフレーバーと言う自由度ももち，アップ u，ダウン d，ストレンジ s，チャー
ム c，ボトム b，トップ t の 6 種類ある．
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AdS/CFTへと至る道のり

この章では，超弦理論の初歩を説明しつつ，AdS/CFTへと至った歴史的な

道のりを解説する．超弦理論とゲージ理論の関係については，長年にわたって

議論されたが，AdS/CFTはその「宿題」をある程度解決した．

この章の読み方については，注意がある．

1. ここでの議論は厳密にできるものではないので，読者にとっては消化不良

になる面もあるかもしれない．

2. また，AdS/CFTへと至る道のりは紆余曲折しており，わかりにくい点も

あるかもしれない．
3. ある程度議論に超弦理論が必要になる．超弦理論をなるべく直観的に説明

しつつ議論を進めるが，読者にとっては負担かもしれない．

幸いなことに，AdS/CFTの計算そのものでは，超弦理論自体を使うことはあ

まりない．したがって，まず計算方法を知るだけなら，この章はあまり気にす

る必要はない．にもかかわらず，この章を含める理由は，

1. AdS/CFTに至る道のりをたどることで，なぜ 4次元のゲージ理論と 5次
元の重力理論という，次元も違えば理論もまったく違ってみえる 2つが対

応しうるか，を知る動機づけになる．

2. そもそも超弦理論は強い相互作用の理論として生まれたが，当時のアプロー

チにはいろいろな問題もあった．AdS/CFTがそれらの問題をどう回避し

ているのかを理解できる．

5.1 超弦理論前史

強い相互作用は最終的に QCDによって記述されたが，それ以前に強い相互

作用をあらわす理論として生まれたのが，弦理論である．
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AdS時空

AdS時空は定曲率時空と呼ばれる時空の一種である．なじみをもつために，

まず球のような定曲率空間を議論し，それを踏まえて定曲率時空を議論する．

6.1 定曲率時空

6.1.1 定曲率空間

AdS時空のような定曲率時空を議論する前に，まずは簡単な例，2次元球 S2

から考えよう．球は 3次元ユークリッド空間

ds2 = dX2 + dY 2 + dZ2 (6.1)

のなかで，

X2 + Y 2 + Z2 = L2 (6.2)

という条件を満たす面として定義される．この拘束条件は標準的な極座標を使

うことで解くことができる：

X = L sin θ cosϕ , Y = L sin θ sinϕ , Z = L cos θ . (6.3)

この座標で計量は

ds2 = L2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) . (6.4)

S2は一様な空間である．これは，面 (6.2) が 3次元ユークリッド空間 (6.1) の
対称性 SO(3) を保つことからわかる．つまり，S2 のどの点も SO(3)変換に

よって，ほかの点に移ることができる．球の曲率は正の定数をもち，リッチ・

スカラーは

R =
2
L2

. (6.5)
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AdS/CFT–平衡系の場合

本章では，シュワルツシルド AdS ブラックホールの熱力学量を計算し，

AdS/CFTを使うことで，強結合のN = 4ゲージ理論の熱力学量を求める．さ

らに，結果を弱結合の場合と比較する．

7.1 AdSブラックホール

AdS時空にもブラックホールが存在しうる．もっとも簡単な AdSブラック

ホールは，シュワルツシルドAdSブラックホールと呼ばれる（以下，SAdSと

略）．シュワルツシルド・ブラックホールと同じように，球形のホライズンを
もったブラックホールを考えることもできるが（7.3 節），AdS時空や高次元で

は，ホライズンのトポロジーとして，球形以外も許される∗1）．とくに，ホライ

ズンが無限に拡がっている場合もある．しばらくは，このようなブラックホー

ルについて考える．

AdS5 時空同様，SAdS5 ブラックホールは負の宇宙定数をもつアインシュタ

イン方程式 (6.46) の解であり，

ds25 = −
( r
L

)2

h(r)dt2 +
dr2(

r
L

)2
h(r)

+
( r
L

)2

(dx2+dy2+dz2) , (7.1)

h(r) = 1 −
(r0
r

)4

, (7.2)

で与えられる．ホライズンの位置は r = r0である．r0 = 0のとき，ポアンカレ

座標での AdS5 時空に帰着する．g00は r40/(L2r2)という項を含むが，O(r−2)

の振るまいは，5次元のニュートン・ポテンシャルの振るまいから来る．

(x, y, z)は R
3 の座標である．シュワルツシルド・ブラックホールではこの

*1） 4次元の漸近的平坦なブラックホールで，物質場に対して適当な条件の下では，ホライ
ズンのトポロジーは S2 に限られる．これはトポロジー定理として知られ，ノー・ヘア定
理の一種である（文献 [18] の Proposition 9.3.2 を参照）．
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AdS/CFT–プローブを加えた場合

実験では，しばしば系に「プローブ」を加えて，プローブへの反応を調べる．

また，一様な系に不純物を加えて系の性質がどう変わるかを調べることもある．

本章では，AdS/CFTでこのようなプローブを加える方法について議論する．
代表的な例として，ゲージ理論にプローブとしてのクォークを加え，クォーク・

ポテンシャルの振るまいをみることにする．

8.1 ウィルソン・ループの初歩

ウィルソン・ループは，ゲージ理論の重要なオブザーバブルの一つであり，物

理的にはクォーク・反クォークポテンシャルをあらわしている．例として，U(1)

ゲージ理論を考える．ゲージ変換は，

φ(x) → eiα(x)φ(x) , (8.1)

Aμ(x) → Aμ(x) + ∂μα(x) , (8.2)

で与えられる．局所的でないオペレーター，たとえばφ(x)φ∗(y)は一般にゲージ

不変ではなく，オブザーバブルではない．しかし以下の量はゲージ不変である：

φ(x)ei
�

P
dxµAµφ∗(y) → φ(x)eiα(x)ei

�
P

dxµ(Aµ+∂µα)e−iα(y)φ∗(y) . (8.3)

P は点 xと y をつなぐ任意の経路である（図 8.1 (a)）．あるいは，P として

閉曲線をとれば，WP だけでゲージ不変になる．そこで以下のようにオペレー

ターを定義する：

WP (x, y) = ei
�

P
dxµAµ （ウィルソン・ライン）, (8.4)

WP (x, x) = ei
�

dxµAµ （ウィルソン・ループ）. (8.5)

ウィルソン・ループは，テスト電荷のゲージ場への結合をあらわす．粒子が

電荷をもつ場合，カレントは
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非平衡系への導入

これまで平衡系を議論してきたが，AdS/CFTを非平衡系に応用することを

踏まえて，非平衡統計力学の初歩をまとめておく．微視的な理論である線形応

答理論と，巨視的な理論である流体力学について説明する．

9.1 線形応答理論

9.1.1 アンサンブル平均と密度行列

統計力学ではアンサンブル平均を考える．オペレーターのアンサンブル平均は

〈O〉 :=
∑

i

wi〈αi|O|αi〉 (9.1)

と定義される．|αi〉は完全系をなす必要はないが，規格化されているものとす
る．wi は統計的確率であり

∑
iwi = 1, wi ≥ 0を満たす．完全系 |b′〉を使うと

〈O〉 =
∑
b′,b′′

(∑
i

wi〈b′′|αi〉〈αi|b′〉
)
〈b′|O|b′′〉 (9.2)

となるので，密度行列 (density matrix) ρ

ρ :=
∑

i

wi|αi〉〈αi| (9.3)

を導入すると，

〈O〉 = 〈b′′|ρ|b′〉〈b′|O|b′′〉 (9.4)

= tr [ρO] (9.5)

と書きかえられる．
∑

i wi = 1は密度行列の言葉では tr(ρ) = 1と書きかえら

れる．

例としてスピン 1/2の系を考えよう：
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AdS/CFT–非平衡系の場合

非平衡の場合にAdS/CFTを応用するのに欠かせないGKP–ウィッテン関係

式を簡単な例で説明する．また，AdS/CFTでしばしば調べられるさまざまな

漸近的 AdS時空を紹介する．

10.1 GKP–ウィッテン関係式

AdS/CFTは

Zゲージ = ZAdS (10.1)

を主張するが，非平衡の場合に拡張したものを（狭義の）GKP–ウィッテン関

係式 [15], [16] と呼ぶ∗1）：

〈
exp

(
i

∫
φ(0)O

)〉
= eiS[φ|u=0=φ(0)] (10.2)

まず，

•これまでと同様，左辺が 4次元のゲージ理論（境界理論）をあらわし，右
辺が 5次元の重力理論（バルク理論）をあらわしている．

• φ は重力理論のある場，O はゲージ理論のあるオペレーターをあらわす．
ここでは φと Oは模式的に書いたもので，具体例は以下で述べる．

•ここでは適当な座標で AdS境界（6.1.4 節）を u = 0とする．

ほかの表記については以下で説明する（図 10.1 も参照のこと）．この関係式を

*1） � 正確には，GKP–ウィッテン関係式はもともとユークリッド形式で定式化されてい
る．ここではダイナミクスに興味があるので，GKP–ウィッテン関係式の Lorentzianバー
ジョンを使う [32]．ユークリッド形式と Lorentzian 形式ではその処方箋にいくつか重要
な違いがあり，たとえば 11.1.1 節で述べる境界条件の違いがある．また，Lorentzianの
式 (10.2) もあまり字句通りに受けとってはいけない（10.2.3 節）．
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クォーク・グルーオン・プラズマへの
応用

AdS/CFTによると，ヤン–ミルズ・プラズマのずり粘性率は，強結合で普遍

的な小さな値をとる．この計算をN = 4プラズマの場合で説明し，QGPの実

験結果と比較する．

11.1 ラージN
�
プラズマの粘性率

11.1.1 N = 4プラズマの輸送係数

前章の一般論を受けて，実際にもっとも簡単な N = 4ゲージ理論で輸送係

数を計算しよう．

•おさらいしておくと，N = 4ゲージ理論は，負の宇宙定数をもち，物質場

がない 5次元の重力理論に対応する（5 章）．この重力理論の解としては，

温度ゼロでは AdS5 時空，有限温度ではシュワルツシルド AdS5 ブラック

ホールがある（7 章）．
•クォーク・グルーオン・プラズマへの応用を考えるため，有限温度を考え
る．そして，このブラックホールに摂動を加え，摂動方程式を解く．ゲー
ジ理論の立場では，これは摂動に対応するオペレーターへの応答を計算し

たことに対応する．
•摂動の種類次第で，N = 4ゲージ理論のさまざまな輸送係数を求めること

ができる．

まず，N = 4ゲージ理論の非自明な輸送係数は，ずり粘性率だけである．ス
ケール不変な理論では，エネルギー・運動量テンソルがトレースレス T μ

μ = 0

になる（7.2 節）．この結果，

体積粘性率 ζ = 0 , 音速 c2s :=
∂P

∂ε
=

1
3

(11.1)

がただちに決まってしまう．したがって，非自明な量はずり粘性率 η だけであ
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相転移の初歩

本章では相転移とそれにまつわる現象について，主に平均場理論の立場から

説明する．

12.1 相転移

相転移とは，熱力学系で温度などの制御変数 (control parameter) を変化さ

せたときに，より安定なマクロに異なる状態に変化することである．

n次の相転移とは，熱力学ポテンシャル F（自由エネルギーなど）の n階微

分で解析性が破れることを意味する∗1）．したがって，

• 1次相転移：F は連続だが，F ′ が不連続∗2）．
• 2次相転移：F,F ′ は連続だが，F ′′ が不連続（または発散）．

2次相転移は，1次相転移の端点としてしばしばあらわれる．

一例として，強磁性体では転移温度Tc以下で自発磁化M があらわれ，T = Tc

でM = 0 になる（図 12.1 (a)）．M のように，2つの相の区別を与えるマク
ロな変数を秩序変数 (order parameter) と言う．

熱力学と同様，磁性体の場合も自由エネルギー F = F (T,M)を考える．し

かし，通常の実験下では，磁場H を制御変数として使うので，ルジャンドル変

換してギブス自由エネルギーを考える∗3）：

*1） 9.2 節で，熱力学の基本関係式には解析性を要求していた．しかし，独立変数の一部と
して示強変数を使う表示では，熱力学ポテンシャルは相転移点で解析性を失いうる．（相
図は (T, P )や (T, μ)などのように，ふつう示強変数で描くので，相の境界をまたぐと解
析性が破れる．）

*2） 熱力学ポテンシャルの変数についての微分であれば何でも構わないので，ここでは何
の微分かは特定しない．

*3） もともとのギブス自由エネルギーは，圧力 P を独立変数にした場合の自由エネルギー
だが，一般にこのような場合もギブス自由エネルギーと呼ぶことが多い．
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AdS/CFT–相転移

一般の AdS/CFTでは相転移を起こす系を考えることができる．本章では，

1次相転移や 2次相転移を起こす代表的な例をとりあげる．

13.1 なぜAdS/CFTで相転移を調べるのか

N = 4ゲージ理論はプラズマ相しかもたないが，本章では相転移を起こす理

論とブラックホールを考える．想定する応用分野としては，

1. まず第一に，QGPと同様，QCDが挙げられる．QCDは豊かな相構造を

もつと考えられており，相転移点や相転移にまつわる現象が活発に議論さ
れている．また，実験も計画されている．このような相転移を理論的に理

解するために，前章のような物性論的な道具立てで十分かもしれないが，

AdS/CFTによって新たな知見がもたらされるかもしれない．

2. 一方，物性でもしばしば強相関系があらわれる（たとえば高温超伝導など）．

近年，こういった系をAdS/CFTで理解できないかという多くの研究がさ

れている．

2点目のAdS/CFTを物性に応用する，と言う場合ただちに思いつく問題があ

る．AdS5 時空はラージ Nc N = 4ゲージ理論に対応していた．これは QCD

とは違う系だが，ヤン–ミルズ理論という点でそう遠いわけではない．しかし，

そもそも物性での強相関系になにかラージ Nc ゲージ理論が関わっているかど

うか，現時点でははっきりしない．
そこで，

•一端実際の物性系との対応，場の理論との対応は保留にして
•とにかくラージNcゲージ理論の枠内で物性論的に興味深い現象を実現する

ことを考えよう．

では，どのような現象に注目すべきだろう．AdS/CFTを使って変わった現
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