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まず問いから始めよう：量子場の理論とは何なのだろうか？

この本が取り扱うのは場の理論，特に超対称性を持つ場の理論である．しかしそもそも 21世紀の

現在，場の理論についても超対称理論についても素晴らしい本が沢山出ている中で何故今更，新た

な一冊が必要なのか？

このことを自分自身に問い直すとき，筆者は素粒子物理学の勉強を始めた頃を思い出す．その頃

の私が漠然と考えていたのは，場の理論の基礎はさっさと習熟しそこから「卒業」して，例えば超

弦理論のより「先端的な」話題に進んでいかなければいけないのではないかということである．素

粒子物理や特に超弦理論の研究をする現代の学生には学ばなければならないことが数多くあるのは

事実であり，これはある意味実用的な立場といえなくもない．

勿論，場の理論の周辺に本質的な問題が数多く残されていることは明白である．場の理論は広汎

な枠組みであり，それを様々な現実世界の系に応用することは各分野において重要な問題であるし，

また個々の場の理論の問題をどう解くか（例えばクォークの閉じ込めをどう解析的に示すか）は大き

な問題であるということは当時の私にも分かっていた．しかし，我々の考える場の理論の基本的な

パラダイムは偉大な先人達の努力によって既に確立されており，もう場の理論の枠組みそのものに

ついてやることは残されていないのだろうか？ 後世に生まれた我々は先人達の打ち立てたルールに

従って場の理論という「通常科学」のゲームにいそしむことが研究者としての仕事であるのだろう

か？ これが当時の私が抱いた疑問である．

無論，「通常科学」としての場の理論の研究が極めて重要であることは論を俟たないし，それこそ

が科学研究の一環としての場の理論の研究の王道であるとさえいうことができる．しかし，物理学

という学問では根源的な問いに絶え間なく立ち返ることによって時に大きなブレークスルーがもた

らされてきたのも確かであり，場の理論という巨大な枠組みでさえもその例外ではないと期待する

のはそれほど突飛なことではないかもしれない．場の理論の数学的な基礎付けは現在でもまだ完成

していないのは事実であるし，近年の超弦理論の発展に伴って場の理論にも新しい見方がもたらさ

れるようになってきた．場の理論の定式化そのものについて改めて考え直してみることも，全く無

駄とはいえないのではないか．歴史を振り返っても，我々の場の理論の理解が劇的に深まった例は

ある：例えば繰り込みと有効場の理論の考え方は場の理論の教科書を大きく書き換えるに至った．

そもそも我々は場の理論を，その本質をどれだけ理解したといえるのだろうか？ 場の理論を指定

するデータは何だろうか？ 全ての可能な場の理論のうち，我々が通常の意味で知っているものはど

れだけなのだろうか？ 現状の場の理論の定式化とは全く異なる新たな場の理論の定式化は存在する



のだろうか？ 場の理論の全体の空間を考えたときに，そこに何か構造はあるだろうか？ ここでの

問いは特定の場の理論（例えば 4次元の量子色力学（QCD））をどう理解するかという問いではな

く，場の理論やその集まりの定式化や理解といった場の理論そのものに関わる問いである．

勿論，この問いは既に多くの先人によって考えられてきたし（なかでも後述するように繰り込み

の考え方は本質的である），そもそもこの問い自体は適切に問題を設定しない限りしばしば曖昧なも

のである．現在の我々の知識の中で答えることのできる適切な問いであるかどうかも全く明らかで

ない．

しかし筆者はこの問いに全く手がかりが無いわけではないと主張したい．この本で紹介するのは，

この問いにアプローチする上で，一つの重要な手がかりに育っていく可能性がある考え方である—

その歴史は古いが，21世紀に入ってからその重要性が再認識されてきた．

一言で言えば，それは様々な幾何的手法を駆使して超対称ゲージ理論の集合の性質やその間の関

係，特にその双対性を理解するというものである．ここではこのような理解の枠組みのことを幾何

的ゲージ理論（geometric gauge theory）と呼ぶことにしよう．これは，いわば場の理論のな

す全体の構造を，幾何学の問題に翻訳する試みであるといえる．

本書が目標とするのはこの幾何的ゲージ理論の考えを 3次元 N = 2超対称ゲージ理論と 3次元

多様体論との関係を例に説明することである．そこでは 2次元や 3次元の双曲幾何，結び目理論，

クラスター代数等の幾何・代数が代わり代わり現れ，超対称ゲージ理論の豊饒な世界を描き出して

いく．

この分野で進展があったのはここごく数年のことであり，この主題に正面から取り組んだ本は英

語の本を含めてこれまで存在してこなかった．本書の目的はそのギャップを埋めることである．し

かしだからといって奇を衒うことが目的ではない．この本で取り扱う超対称ゲージ理論の性質の多

くは 90年代から知られているスタンダードなものである．むしろ，そのスタンダードな内容を再度

考え直すことで，幾何的な構造が自然に現れるというのが主張の一つである．

本書で現れる数学は物理の学生にはそれほど馴染みの無いものかもしれず，本書の内容は少なか

らぬ初学者に数学的過ぎるとの印象を与えるようである．しかし，我々の議論する数学的構造は人

工的に作り出すものでない．それは超対称場の理論たちに真摯に向き合い，耳を澄ますことで聞き

取ることのできる美しい調べなのである．

この本は超対称場の理論についての網羅的な教科書でも入門書でもなければ，分野の権威が経験

をもとに分野の発展を振り返った本ではない．また，長い年月を経てその内容が確立された内容を

まとめた本でもない．むしろ，この本の内容の核心はごく最新の研究の成果であり，その意味でこ

の本の内容が早晩時代遅れになる可能性も大いにあるし，筆者自身今後の研究によってそうなるこ

とを願っている．本書の内容の一部は筆者の独断と偏見を含んでおり，この点については読者の寛

恕を乞う他はない．

それら全ての欠点にもかかわらずこの本が目指すことが一つある．それは，場の理論たちについ

て理解しようとする試みの中で筆者が経験してきた出会いのストーリーと興奮を，今まさにあるも

のとして読者に伝えることである．21世紀に入った今なお場の理論たちが生きたものとして躍動す

る世界が存在すること，そのことこそが，十年前の自分，そして今この本を手に取っているあなた
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図 1 本書の世界を踏破するためのロードマップ．我々は 3次元 N = 2超対称ゲー

ジ理論の世界と 3次元多様体の世界を自由自在に行き来する．学問に境界はな

いのだ．

内容の要約

読者の便宜のために本書の内容を概観しておこう（図 1）．

第 1章では，各論に入る前に基本的な考え方を本書の他の部分よりも一般的な文脈で説明し，後

の議論を動機づけたい．

第 2章で 3次元場の理論，特にその「貼り合わせ」について説明したあと，次の第 3章では 3次

元N = 2の超対称性を持つ理論の基礎事項についてまとめる．次の第 4章ではそれを S3分配関数

や付録 Bで定義される量子ダイログ関数の言葉に読み直す．第 5章では S3 分配関数がある有限次

元のヒルベルト空間の演算子の期待値と再解釈され，その背景には 3次元 N = 2理論のドメイン

ウォール解釈があることが明らかにされる．

ここまでは 3次元 N = 2ゲージ理論についてもっぱら議論してきたが，第 6章以降は 3次元多

様体の世界に入っていく．第 6章で 6次元理論のコンパクト化を議論した後，第 7章ではそこから

現れる複素チャーン＝サイモンズ理論やその古典解である 3次元双曲幾何学を取り扱う．

さらに，より詳細に 3次元超対称理論の性質を議論するために，第 8章において古典・量子タイ
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ヒュミュラー理論について整理した後，次の第 9章において 3次元多様体の理想四面体分割や結び

目のブレイド表示に対応した 3次元N = 2超対称場の理論についてコメントし，最後の第 10章で

本文は終わりを迎える．三つの付録 A，B及び Cではそれぞれ超対称ゲージ理論，量子ダイログ関

数及びクラスター代数についてまとめた．また読者の便宜のために索引と記号表も付けた．

予備知識について

本書の主な読者としては素粒子物理学に興味のある大学院生や意欲的な学部生を念頭に置いた．

また関連した分野の研究者が手っ取り早くこの分野を学ぶ上でも手助けになればと願っている．

本書は場の理論についての伝統的な教程では場の理論の発展コースに位置づけられるものである．

しかし，本書の理解に必要な知識は実はそれほど多くはなく，できるだけ self-containedになるよ

うに心がけたつもりである．

場の理論の基礎的考え方，例えばゲージ理論とは何であるか，また繰り込みとは何であるかにつ

いて概念的な理解があることが望ましいが，ファインマン図による摂動計算の詳細のような技術的

内容は殆ど必要としない．4次元 N = 1超対称性の基礎（例えばWess-Baggerの教科書[4]での最

初の 1章から 7章までの内容）は仮定されているが，全体の概要を把握する上では必須とはいえな

い．例えば超場形式についての知識は第 3章で用いられているが，それは専ら説明の簡明さの為で

あって，その後の章では殆ど必要でない．従って，第 3章の超場形式で挫折しそうになった読者は

適宜飛ばして読み進めればよい．また，超弦理論についての知識はごく一部に表面的に言及されて

いる箇所があることを除いて基本的に必要としない筈である．数学については基礎的な微積分，複

素解析，微分幾何（例えば微分形式）やごく簡単なトポロジーを除けばそれほど専門的な高度な内

容は必要としない．必要な数学的事実，例えば 3次元双曲幾何や量子ダイログ関数についてはその

都度説明と共に導入されている．

本書は主として物理系の読者を念頭に置いたので物理的説明が重視されている箇所が多いが，よ

り数学的な内容を中心にして読むことも可能である．その場合は第 7，8，9章や付録 B，Cの数学

的部分を中心に読み，興味・必要に応じて前の章を拾い読みすればよい．

本文中の小さい字の部分や脚注にはやや発展的な事項や補足説明を加えた．これらについて理解

できないところがあっても全体の流れの理解には差し支えないのでそのまま読み進められたい．物

理の理解は螺旋状に深まるものであって，今は分からない部分でも後から立ち返るとその意が通じ

ることもあるかもしれない，それは読書の一つの楽しみでもある．

演習問題について

読者の理解を助ける為，各章末には演習問題を配置した．演習問題は本文の内容に従えば簡単な

ものが多いが，一部にはやや発展的な内容や本書で直接取り扱われていない補助的な文献の内容を

扱っているものもあり，自分で考えたり文献を調べたりすることも必要になるかもしれない．また必

ずしも答えがはっきり定まっていないものもある．全部完璧に解こうとせずに，能動的に学習する

ための手助けとして気楽に向き合っていただければと思う．難易度の目安として便宜的に [�], [��]
のように印を付けた．[�]はすぐに計算で示せるもの，[��]はやや難しめの問題であるが，分類は
恣意的であるので �の数には拘泥されることないようお願いしたい．

v



表記・規約について

専門用語については日本語に訳すか，カタカナで表記するかのどちらかだが，初出の際には英語

表記も付記した．実際の研究の現場では専ら英語表記を使うことになるので常に英語表記を念頭に

置くのが実用的である．

本書での記号については巻末の記号表にまとめた．

計量の符号が本質的な所は殆どない筈だが，本書では便宜上，ユークリッド化に便利であり，超

対称性の文献で比較的多い (−+ + · · ·+)を用いたつもりである．勿論，ユークリッド化した後の

計量は (+ + · · ·+)となる．

サポートページ

本書の誤植等の付加情報については書名を検索すれば出てくるウェブページから得られるように

する予定である．現在の URLは

http://member.ipmu.jp/masahito.yamazaki/SGCbook.shtml

である．
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第 1 章
概要：場の理論の幾何

場の理論の集合を幾何的に理解するとはどういうことか，またそれは何故必

要であるのか？ 本章ではこれらの問いに対する一定の答えを順を追って説明し

ていく．基本的な考え方を説明することを目的としたのでその記述は次章以降

の内容よりもやや一般的であり，それ自身独立した序論として本書の内容を手

早くまたより広く概観する為に役立つ筈である．

1.1 場の理論とは何か

今日の物理学の体系は，この自然界を理解しようとする先人達のたゆまぬ努

力の上に築きあげられてきたものである．その巨大な物理学の体系のなかでも

最も強力かつ精緻な理論の一つが場の理論（field theory），特にその中でも

量子場の理論（quantum field theory）である．場の理論は極微な素粒子の

世界から宇宙規模の現象に至るまでの広汎な対象を記述する理論であり，それ

は物理学のみならず人類全体にとっての輝かしい財産とさえいえるだろう．

この本を手にしている読者の多くは，場の理論が何であるかについて既にあ

る程度の感覚を持っているだろう．にもかかわらず敢えて問うてみよう：そも

そも場の理論とは何なのだろうか？∗1）

一部の読者にとっては，この問いは奇異な問いに見えるかもしれない．この

本の前書きでは場の理論の基礎的な考え方を仮定すると書いたのに，今更それ

*1） 関連して，量子場の理論を数学的に厳密に定義できるかという長年の難問がある．本書
の議論にとってそのような数学的に厳密な枠組みは直接必要でなく，むしろその焦点は場
の理論を物理としてどう理解・定式化するかという物理の範疇での概念的な問題である．
また本書の議論では，主として超対称ゲージ理論から真空のモジュライ空間や分配関数と
いったより具体的対象を取り出し，そのレベルで議論を進めるので超対称場の理論の豊か
な構造のうちごく一部（しかし，とても本質的な一部）しか用いない．勿論，場の理論の
数学的定式化があれば，我々の議論は遙かに明確なものになる可能性が高いし，逆に場の
理論の定式化を物理的に考え直すことが逆にその数学的定式化に貢献する可能性も大い
にあると考えたい．



第 2 章
3次元場の理論の愉しみ

前章ではゲージ化の概念を使って場の理論を貼り合わせる一般論を展開した．

ここからは 3次元場の理論の場合に特化して考えることにしよう．3次元の場

合には，場の理論の貼り合わせの概念が特に自然であり，またより一般でもあ

る．本章の中でも特に Sp(2n,Z)変換の概念は次章以降で重要である．

2.1 トポロジカルU(1)対称性

2.1.1 そもそも何故 3次元か？

本書では以下専ら場の理論として 3次元の場の理論を考えることになる．し

かし，一部の読者はこの文を読んだ途端に先に進めなくなるかもしれない．我々

の宇宙は，少なくとも我々が体感できる限り 4次元なのにそもそも何故（一見）

現実離れした 3次元理論を考えるのだろうか？ これは尤もな問いであるし，特

に日頃超弦理論を研究している訳ではない読者にはなおさらなことだろう．

この問いには様々なレベルで幾つかの解答を用意することができる．例えば，

技術的には第 4章で議論する超対称ゲージ理論を解析するツールが 3次元の場

合に最も整備されていることを挙げてもいいかもしれないし，前章で述べたよ

うに 6次元多様体から作るのに絶妙な次元であることを述べてもいいかもしれ

ない．また，4次元理論をよりよく理解するために 3次元理論の理解が役立つ

という一般論を述べてもよいだろう．

これらは全て正しいが，本書では次の 2点を強調しておきたい．すなわち，

（1）3次元場の理論にはチャーン＝サイモンズ項が存在するため，場の理論の

貼り合わせにより豊かな構造が存在すること（2）本書で考える 3次元場の理論

は，4次元場の理論におけるドメインウォールとして現れることである．

以下で説明していくように，上記 2点は場の理論の幾何という理論的問題を



第 3 章
3次元超対称理論速成コース

本章では 3次元 N = 2超対称理論の基本事項を要約する．なかでも実質量

や 2–3ミラー対称性は次章以降で重要である．前章で導入された Sp(2n,Z)変

換等の概念も超対称化される．

3.1 3次元N = 2超対称性

前章では 3次元場の理論とそのゲージ化について議論してきたが，本章では

それを 3次元 N = 2理論の場合に特化して前章の議論がどう反映されるかを

見てみよう．

手始めに，本書で必要になる 3次元超対称理論の基礎事項について手短にま

とめておく．オリジナルの文献は [42]及び [43]である．特に前者は基礎事項の

レビューも含んでいるので初学者にもお薦めしたい．日本語では [44]の一部に

関連事項が丁寧に説明されている．本章の内容は 90年代には既に知られてい

た古典的な内容であるが，ここではそのなかでも特に次章以降で重要になる内

容に焦点を当てる．

超対称ゲージ理論の定式化の詳細は一般に次元や超対称性の数によって異な

る．これは主として，フェルミオンによるものである—ワイル（Weyl）フェル

ミオンやマヨラナ（Majorana）フェルミオンといったフェルミオンは任意の次

元に存在するわけではないし，その存在は時空の計量の符号にも依存する．こ

れはどの次元でも存在するスカラー場との大きな違いである．

本書で考えるのは 3次元 N = 2超対称性である．これは 4つの超対称電荷

を持ち，4次元N = 1超対称性の次元還元として理解できる．従って理論構成

のかなりの部分は共通する部分がある．

以下の説明では 3次元 N = 2理論の超場形式について手短に説明する．超

場形式は便利なフォーマリズムではあるが，実際には本書ではスーパーパート

ナーを明白に必要とする部分は少ないので超場形式はそれほど必要とするわけ



第 4 章

ツールとしてのS3分配関数

曲がった空間での超対称性理論やその局所化を 3次元N = 2理論の S3
b 分配

関数に焦点を置いてまとめる．量子ダイログ関数の等式と超対称ゲージ理論の

間を自由に行き来できるようになるのが目標である．

4.1 関手としての分配関数

第 3章でみてきたように，3次元N = 2理論には数々の興味深い性質が存在

した．このことは理論の持つ魅力であるが，同時にその複雑さは初学者にとって

は負担にもなり得る．読者の中には既に前章で息切れしてしまった方もいらっ

しゃるかもしれない．前章の内容，少なくともその主要部分を保ちつつ，それ

をもっとシンプルな議論に置き換えることはできないだろうか？

第 1章で述べたように，場の理論は物理量を計算する手続きを与えるものと

看做すことができる．従って，例えば二つの理論が双対であることを証明する

には，二つの理論のありとあらゆる物理量を列挙し，対応する物理量をそれぞ

れの理論で計算して一致することを示せばよい．

しかし，これは大変な計算であって現実的ではない．それならば，理論が与

えられた時に，何か簡単に計算できる量を定義し，それを使って物理を代表さ

せたらどうだろうか？

勿論，ただ 2，3の量を計算したからといって全ての物理量の情報を不足なく

含んでいると期待するのは虫がよすぎるというものであろう：これは一種の「色

眼鏡」であって，このフィルターを通すことで見えなくなってしまうものもあ

る．しかし，性質のいい量を考えれば理論の重要な情報を効率良く拾ってくる

ことができるのではないか？ もしこれができれば，場の理論の双対性は二つの

場の理論が同じ分配関数を持つという具体的な数学的等式に置き換わることに

なるのである（図 4.1）∗1）．同様の考え方を既に我々は使っていた：前章の 2–3

*1） より数学的には，場の理論のなす圏（category, カテゴリー）からより具体的な数や



第 5 章
ドメインウォールの物理

本章では，前章で議論した S3
b 分配関数が 1次元量子力学の波動関数として再

解釈できることをみる．次に，その起源は 3次元N = 2理論が 4次元N = 2

理論の境界（ドメインウォール）であることを説明する．このとき，3次元理

論の Sp(2n,Z)変換は 4次元理論の双対変換と同定され，またこの設定を超対

称化した時，S3
b 分配関数は S4

b 分配関数に作用する演算子に同一視されること

になる．

5.1 SL(2,Z)作用再訪

前章では S3
b 分配関数を導入したが，それは 3次元 N = 2理論を調べるた

めのツールであった．第 2章及び第 3章において我々は 3次元理論のゲージ化

を議論し，そこで SL(2,Z)作用を導入したが，その作用が S3
b 分配関数という

フィルターを通すことでどう見えるようになるのかを調べてみよう．

第 2章での記法に従って，U(1)大域対称性の背景ゲージ場A背景 とカップル

する 3次元N = 2理論を考え，ゲージ場 A背景 を含むベクトル多重項 V背景 の

クーロンブランチ・スカラーを σ，3次元理論の分配関数を Z(σ)と書こう．

このとき，T k の作用は A背景 にレベル k のチャーン＝サイモンズ項を足す

ことを意味したので，(4.18)を思い出すと

T : Z(σ)→ Z(σ) e−ikπσ2

. (5.1)

一方，Sの作用は非対角チャーン＝サイモンズ項を足すことに対応するので，新

しく導入された背景ゲージ場を含むベクトル多重項のクーロンブランチ・スカ

ラー σ′ によって（(4.19)参照）

S : Z(σ)→ Z ′(σ′) =

∫
dσ e−2iπσσ′

Z(σ) (5.2)

と書かれる．つまり，SL(2,Z)行列の S 変換は S3
b 分配関数のフーリエ変換を



第 6 章
6次元理論のコンパクト化

6次元 (2, 0)理論の 3次元多様体上でのコンパクト化について説明し，そこ

から 3次元複素チャーン＝サイモンズ理論が現れることを議論する．

6.1 位相的場の理論の出現

6.1.1 6次元理論登場

前章の設定では，3次元場の理論はとある 4次元場の理論のドメインウォー

ルと看做すことができた．またその S3
b 分配関数を計算することで，3次元理論

T の Sp(2n,Z)同値類 [T ]は（S3
b 分配関数のレベルでは）4次元場の理論から

定まるヒルベルト空間HS3 に作用する演算子 T̂ と看做されることを見てきた．
このヒルベルト空間は，4次元理論を S3×Rで考え，R方向を時間と思ったと

きに S3 に現れるヒルベルト空間であると解釈できるのであった∗1）：

4次元理論 : S3 × R� HS3 . (6.1)

前章では具体的に 4次元 N = 4理論及びその質量変形（4次元 N = 2∗ 理

論）を考えた．それではより一般の 4次元 N = 2理論を考えることはできる

だろうか？

前章の議論のためには 4次元N = 2理論の双対性が重要だったので，鍵とな

るのは，4次元N = 2理論をその双対性が露わになる形で構成することである．

手がかりは既に第 1 章にある：そこでは 6 次元 (2, 0) 理論を 2 次元多様体

Σg,hでコンパクト化することで 4次元理論が得られたのである（場の理論の幾

何学化）．このことと (6.1)を合わせると，考えるのは

6次元 (2, 0)理論 : S3 × R× Σ . (6.2)

*1） ここで述べた「4次元理論のヒルベルト空間」は，通常の意味での 4次元理論の場の理
論よりはずっと小さいヒルベルト空間である．我々は超対称性の一部を保つ S4

b 分配関数
を議論していたのであり，S4

b 分配関数に寄与しない状態については考慮に入れていない．



第 7 章
3次元多様体の世界

ここでは 3次元多様体上のGC 平坦接続のモジュライ空間とその量子化を議

論する．幾何的な GC 平坦接続は 3次元多様体の幾何，特に双曲幾何で記述さ

れ，その量子化を与えるのが複素チャーン＝サイモンズ理論である．

7.1 複素チャーン＝サイモンズ理論

前章で6次元理論を3次元コンパクト化したときにM上に複素チャーン＝サイ

モンズ理論が現れること，また残りの 3次元方向にN =2理論が現れることを見

てきた．こうして，我々は 3次元・3次元対応（3d/3d correspondence）∗1）

に辿り着いた．以下我々は，この対応に順次肉付けをしていく．なかでも，一

つ鍵となるのは次の主張である[34], [35], [128]～[130]（前章 (6.21)も参照）：

Z3 次元 N = 2 理論 T [M ][S
3
b またはS1 × S2]=Z3 次元 GCCS 理論[M ] . (7.1)

この式の非自明さを強調しておこう：右辺では考えている理論はただ一つ（チャー

ン＝サイモンズ理論）であるが，左辺では右辺の多様体M の取り方を変えるご

とに理論 T [M ]が変わる．また，右辺の理論のゲージ群は非コンパクト群 GC

であるが，左辺のゲージ群はコンパクト群であり，ほとんどの場合 G ではない．

さらに，左辺は超対称な場の理論であるが右辺はボソンの自由度のみを持つ．

本章では 3次元N = 2理論の詳細に依らずに一般的に議論できる範囲で (7.1)

を議論することにしよう．そのために我々はそもそも右辺を正確に理解する必

要がある．複素チャーン＝サイモンズ理論とは何であり，その分配関数はどう

やって定義されるのか？ 興味深いことに，この一見自明な問いには幾つか微妙

な点が存在するのである．

*1） この名前は文献 [128] で付けられた．なお，この対応では両側が 3 次元であるうえ，
一般には両側でチャーン＝サイモンズ項を持つ理論が現れるので紛らわしいが，「3 次元
N = 2 理論」「3 次元複素チャーン＝サイモンズ理論」などとして区別することにする．



第 8 章
古典・量子タイヒュミュラー理論

2次元リーマン面上での双曲構造の変形を記述するタイヒュミュラー理論及

びその量子化についてまとめる．ここでは特に 4次元理論の赤外理論のループ

演算子の期待値に対応する座標（フォック座標）が大きな役割を果たす．

8.1 古典タイヒュミュラー理論

8.1.1 まず 2次元から始めよ

前章では 3次元複素チャーン＝サイモンズ理論について調べ，それに付随し

た 3次元双曲幾何及び 3次元多様体M 上の GC 平坦接続について議論した．

しかし，3次元N = 2理論との関係を理解するには，より詳細な情報，例えば

GC 平坦接続のモジュライ空間の座標について知ることが必要である．

本章では，そのGC平坦接続のなすモジュライ空間を，まず 2次元リーマン面

上で調べておこう．第 6章で述べたように，現れるのは SL(2,C)平坦接続の空

間であるヒッチン系であり，すぐ次に説明するようにその実スライス（SL(2,R)

平坦接続の空間）の一つの連結成分がタイヒュミュラー空間（Teichmüller

space）である．SL(2,C)接続と SL(2,R)接続は後者が前者の実スライスと

いう関係にあり，両者の関係は自明ではないが，本章での議論のためには区別

に神経質になる必要はない．以下では主として後者の言葉を用いる．

2次元多様体の場合の本書の解析の大部分は，次章での 3次元多様体の場合

の解析に翻訳することができる．2次元双曲幾何は前章の 3次元双曲幾何と深

い関係にあり，本章での議論は前章での議論と類似するところもかなり多い∗1）．

*1） これは双曲空間 H2,H3 の向きを保つアイソメトリーが PSL(2,C)と PSL(2,R)であ
り片方がもう一方の実スライスであることも大きい．このような関係は Hn と Hn+1 で
n ≥ 3 に対しては成り立たないことに注意されたい．



第 9 章
四面体分割と3次元 N = 2 理論

この章ではこれまでの議論を総合して 3次元超対称場の理論と 3次元ゲージ

理論との関係を整理し，3次元多様体上の GC 平坦接続のモジュライ空間とそ

の量子化を議論する．幾何的な GC 平坦接続は 3次元多様体の幾何学，特に双

曲幾何で記述され，その量子化を与えるのが複素チャーン＝サイモンズ理論で

ある．

9.1 2次元の変化としての 3次元

前章では 2次元多様体上の平坦接続を議論した．本章では，そこで学んだこ

とを生かして 3次元多様体の幾何を理解し，それが 3次元 N = 2理論にどの

ような対応物を持つかを調べよう．

基本的な考え方は至ってシンプルである．3次元チャーン＝サイモンズ理論

を理解するには，（ハミルトン形式を取ることにすると）その状態と，その時間

発展を理解すればよい．これは，2次元面上の理論のヒルベルト空間の状態と，

その「時間発展」を理解することに対応するが，まさにそれは第 6.1.2節及び前

章で議論したことであった．ここで「時間発展」と書いたのは写像類群の作用

である．このとき，写像類群は一つの理想三角形分割を別の理想三角形分割に

送るが，それはより具体的には 2次元面の理想三角形分割のフリップの列から

生成された．

これを 3次元に読み替えてみよう．図 9.1にあるように，2次元面でのフリッ

プは 3次元的には四面体を貼り合わせる操作に対応する．四面体を押しつぶせ

ば裏と表にそれぞれ四角形が現れるという訳だ．四面体はふっくらとした四角

のクッションであって，その裏と表にそれぞれ逆の対角線が引かれていると思

うと想像しやすい．

2次元面の理想三角形の頂点は H2 の境界に存在したので，四面体の頂点も

同様の筈である．従って，3次元の四面体も境界に頂点を持つ四面体，理想四



第 10 章
終わりに：3次元多様体を超えて

本書は次の問いかけから始まった：量子場の理論とは何なのだろうか？

量子場の理論は長い歴史を持つ巨大な体系であり，この問いには決定的な答

えを出すことは難しいかもしれない．しかし，物理学の本質はごく少数の原理・

原則から複雑な世界を理解することであって，いかに複雑な理論体系であって

もスクラップ・ビルドの繰り返しの中でその本質が抽出されてくるのは歴史の

教えるところである．

勿論，現時点での筆者は上の問いに対する満足の行く答えを持ち合わせてい

ない．しかし，本書において筆者は，場の理論の一つの（限定されてはいるが，

しかし本質的だと筆者が信じている）側面に光をあてることで，量子場理論に

再度向き合おうとした—その概念的な問題意識から出発し，それを超対称場の

理論での具体的な設定において物理的・数学的に精密に議論しようと試みた．

本書では場の理論の幾つかの側面を強調してきた．まず一つは繰り込み

（renormalization）の概念，そして場の理論が低エネルギー有効理論（low-

energy effective theory）であるという認識である．そして繰り込み群のユ

ニバーサリティ（普遍性，universality）の一つの現れが，場の理論の双対性

（duality）である．さらに，場の理論をゲージ化（gauging）によって結合・

分割することで，場の理論の理論空間（theory space）に存在する幾何的・代

数的構造へと導かれた．つまり，場の理論の集合を考えることで初めて現れる

構造が存在するのである．

この構造を探るために，我々は 6次元 (2, 0)理論（M5ブレーン）の 3次元多

様体でのコンパクト化から出発した（第 6章）．こうして現れた 3次元N = 2

理論（第 3章）は，S3
b 分配関数（第 4章）というツールによって自由自在に解

析でき，その結果として現れる理論空間に現れる量子力学系の構造（第 5章）

が，3次元多様体の量子化から現れる量子力学構造（第 8，9章）と対応した．

6次元理論のコンパクト化においては，最初からコンパクト化する多様体の

幾何から出発していたので，そこから現れる理論の集合に幾何的な構造が入る



付録 A
超対称の世界への道標

本書では様々な次元や超対称性を持つ場の理論を考えるので，1次元から 6

次元まで，各次元の超対称場の理論が一斉に現れる．これは本書の世界の豊穣

さの一端を示すものであり，本書では随所にその理論同士の関連を強調するよ

うにしたが，同時に読者にとっては話をややこしくする原因であるかもしれな

い．そこで本付録では本書に現れる超対称場の理論について手短に整理してお

こう．これらについては本文中でも適宜説明されるが，ここでまとめておくの

は便利かもしれない．ここでは本書に関係する部分（表 A.1）にしか言及しな

いが，同様のまとめは例えば [208, Appendix B]等の教科書にも見つかる．な

お，以下では超対称性を off-shellで保つために必要な補助場については述べず，

on-shellの自由度のみを列挙する．また，以下では常に φは実スカラー場，λ

はその次元での最小の成分を持つフェルミオンとする．

6次元

6次元ではワイルフェルミオンが存在し，その成分は 2[
6
2 ]/2× 2 = 8個の実

成分を持つ（2で割ったのはワイル条件のため，また 2倍したのは複素成分を

実数で数えるため）．

本書では 6次元 (2, 0)理論（但し，AN 型，ほとんどの部分ではA1型）を議論

する．(2, 0)テンソル多重項は (Bμν , φ1,··· ,5, λ1,2)であり，Bμν は dB = ∗dB
を満たす自己双対完全反対称 2–形式及び 5個の実スカラーを含む．R対称性は

Sp(4)R ∼ SO(5)Rであり，5個のスカラー φ1,··· ,5は SO(5)Rの 5表現として

変換する．

(2, 0) テンソル多重項は (1, 0) テンソル多重項と (1, 0) ハイパー多重項及び

(1, 0)ハイパー多重項に分解する．(1, 0)テンソル多重項は (Bμν , φ1, λ1)．(1, 0)

ハイパー多重項 (φ2,··· ,5, λ2)は二つの複素スカラー φ2 + iφ3, φ4 + iφ5を含む．

(1, 0)理論の R対称性は Sp(2)R � SO(3)R である．



付録 B
古典及び量子ダイログ関数の世界

この付録では，古典及び量子ダイログ関数（二重対数関数，dilogarithm func-

tion）の定義とその性質を手短にまとめておく．本文中で議論されるように，こ

れらの特殊関数の持つ性質の多くは直接的なゲージ理論的・幾何的解釈を持ち，

その意味において物理的考察からも導くことができる．

B.1 古典ダイログ関数

古典ダイログ関数（classical dilogarithm function）と呼ばれるものに

は，まずオイラー・ダイログ関数（Euler dilogarithm function）Li2(x)∗1）

Li2(x) :=
∞∑

n=1

xn

n2
= −

∫ x

0

dt
log(1− t)

t
(B.1)

がある．(B.1)の和の式は |x| < 1のみで収束するが，(B.1)の積分形を使って

複素平面上に Li2(x)の定義を拡張できる．但し，Li2(x)は実軸上 x > 1にカッ

トを持つ．

もう一つはロジャーズ・ダイログ関数（Rogers dilogarithm function）

L(x)であり，その定義は

L(x) := Li2(x) +
1

2
log x log(1− x)

=− 1

2

∫ x

0

dt

(
log(1− t)

t
+

log t

1− t

)
.

(B.2)

この関数は複素平面上にカットを持たないことに注意しよう．

古典ダイログ関数は数多くの公式を満たすことが知られている[209]．その中

でも重要なのがアーベル（Abel）による次のペンタゴン恒等式（五項恒等式，

*1） この関数は多くの数式処理プログラムに組み込まれている．例えばMathematicaでは
PolyLog[2,x] とすればよい．



付録 C
クラスター代数瞥見

本付録ではクラスター代数についての必要最小限の数学的事実をまとめる．

本文で現れた多くの構造，例えばタイヒュミュラー理論のフォック変数とその

量子化，フリップのもとでの変換則等はクラスター代数の一般論の特殊例であ

ると看做すことができ，クラスター代数の立場から眺めると見通しが良くなる．

C.1 箙とミューテーション

本付録ではクラスター代数（団代数，cluster algebra）[228]の数学的部分に

ついて簡単にまとめておく．クラスター代数は近年様々な分野においてその重

要性を増しつつある数学的構造であり（レビューとしては例えば [229]を参照，

また最近の数理物理における話題の一端を知るためには [230], [231] も参考に

なる），本書の内容，特に 2次元双曲幾何，2次元タイヒュミュラー理論及び 3

次元双曲幾何の背後に存在する構造である（2次元双曲幾何との関連について

は [232], [233] を，3次元双曲幾何とは [234]をそれぞれ参照せよ）．さらに，ク

ラスター代数は第 10章でごく簡単に触れられたように，3次元N = 2理論を

定義するデータとしても用いることができる．

まず，手始めに箙（quiver）を考えることにする．ここで箙とは有向グラフ

でその辺に向きが付けられたものである．本書ではゲージ理論を定義するデー

タとして現れた（図 2.1）．

箙の頂点の集合を I，その元を i, j, . . . ∈ I と書く．技術的な要請のため，箙
にはループ及び向きづけられた 2-サイクルは存在しないとする（図 C.1）∗1）．こ

の条件は，第 8章で議論した量子タイヒュミュラー空間の例では満たされるこ

とに注意しよう．

箙 Qが与えられたとき，行列 Q = (Qi,j)i,j∈I を∗2）

*1） 実際の応用例ではこの条件が満たされていないことも起こるので注意が必要である．
*2） ここでは簡単のため箙と行列に同じ記号を用いる．
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Δ,Δi 理想四面体, 式 (9.2), 149ページ

Γ PSL(2,C)の離散部分群（クライン群）, 式 (7.41), 122ページ
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ŷi(t) 量子 y 変数, 式 (C.14), 193ページ

A 複素化されたゲージ場, 式 (7.2), 111ページ

AQ 量子トーラス, 式 (8.23), 141ページ, 式 (C.19), 194ページ

M平坦 平坦接続のモジュライ空間, 式 (7.30), 119ページ

Tg,h タイヒュミュラー空間, 式 (8.3), 132ページ

V モノポール演算子, 式 (3.35), 49ページ

l ロンギチュード, 式 (7.46), 125ページ

m メリディアン, 式 (7.46), 125ページ

μk 頂点 kでの箙のミューテーション, 式 (C.2), 189ページ

σ 複素化された σ, 式 (4.26), 65ページ

Φ カイラル超場（カイラル多重項）, 式 (3.11), 40ページ

Fα,E(q) 共形ブロック, 式 (6.26), 106ページ

W(Σ) ツイステッド・スーパーポテンシャル, 式 (4.42), 71ページ

Σ カレントを含む線形多重項, 式 (3.19), 42ページ

σ ベクトル多重項のスカラー, 式 (3.13), 40ページ

σμ パウリ行列, 式 (3.3), 39ページ

τ 複素化された結合定数, 式 (1.13), 14ページ

Li2(x) 古典ダイログ関数（オイラー・ダイログ関数）, 式 (B.1), 172ページ

ϕ リーマン面の写像類群の元, 式 (6.30), 107ページ

ζ FIパラメーター, 式 (3.30), 46ページ

a 4次元のクーロンブランチパラメーター, 式 (5.32), 86ページ

b S3 の変形パラメーター, 式 (4.4), 61ページ

C 積分サイクル, 式 (7.15), 115ページ

Cα, Cᾱ 積分サイクルの基底, 式 (7.15), 115ページ

eb(x) 量子ダイログ関数, 式 (B.21), 176ページ

g5 5次元N = 2理論のゲージ結合定数, 式 (6.11), 98ページ

k チャーン＝サイモンズ項のレベル, 式 (3.25), 44ページ



L 結び目（リンク）, 式 (7.43), 124ページ

L(x) 古典ダイログ関数（ロジャーズ・ダイログ関数）, 式 (B.2), 172ページ

N(L) Lの管状近傍, 式 (7.43), 124ページ

Q S3 の変形パラメーター（= b+ b−1）, 式 (4.27), 66ページ

Q = (Qi,j) 箙（えびら）, 式 (C.1), 189ページ

Qα, Qβ 超対称チャージ, 式 (3.1), 38ページ

S, T SL(2,Z)の生成元, 式 (1.15), 14ページ

sb(x) 量子ダイログ関数, 式 (B.22), 176ページ

t 複素チャーン＝サイモンズ理論のレベル, 式 (7.2), 111ページ

V ベクトル超場（ベクトル多重項）, 式 (3.15), 41ページ

W スーパーポテンシャル, 式 (3.21), 42ページ

Wγ ウィルソン・ライン, 式 (1.6), 9ページ

WM (σ′, σ) SL(2,Z)変換の生成母関数, 式 (5.7), 78ページ

xi(t) （古典）x変数, 式 (C.11), 193ページ

yi(t) （古典）y変数, 式 (C.13), 193ページ

Z,Z ′, Z ′′ 理想四面体のモジュラス（z = eZ , z′ = eZ
′
, z′′ = eZ

′′
）, 式 (9.8), 151ページ

z, z′, z′′ 理想四面体のモジュラス, 式 (9.4), 151ページ

ZNek
a,m(q) ネクラソフ分配関数, 式 (5.32), 86ページ
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BPS粒子（BPS particle） 190
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FI パラメーター（Fayet-Iliopoulos parameter）

45

N -色付きジョーンズ多項式（N -colored Jones poly-

nomial） 125

q–ポッホハンマー記号（q-Pochhammer symbol）

174

R対称性（R-symmetry） 44

S3 分配関数（S3 partition function） 58

SL(2,Z)双対（SL(2,Z) duality） 13

S双対（S-duality） 13

U(1)J 対称性（U(1)J symmetry） 30

XY Z 模型（XY Z model） 17

ア
アティヤ＝シーガルの公理（Atiyah-Segal axiom）

96

アファイン・シンプレクティック群（affine symplec-

tic group） 154

位相的場の理論（トポロジカルな場の理論，topo-

logical field theory） 96, 112

一意化定理（uniformization theorem） 131, 144

一般化されたトレミーの定理（generalized Ptolemy’s

theorem） 145

ウィッテン指数（Witten index） 54

ウィルソン・ライン（Wilson line） 9

ヴェイユ＝ピーターソン形式（Weil-Petersson form）

134

ウェス＝ズミノ＝ウィッテン模型（Wess-Zumino-

Witten model） 128

ウェス＝ズミノ項（Wess-Zumino term） 127

箙（えびら，箙ダイアグラム，quiver） 28, 188

箙ゲージ理論（えびらゲージ理論，quiver gauge the-

ory） 28

エンタングルメント・エントロピー（entanglement

entropy） 59

オイラー・ダイログ関数（Euler dilogarithm func-

tion） 172

カ
外部（exterior） 124

カイラル多重項（chiral multiplet） 40

飾り付きタイヒュミュラー空間（decorated Teich-

müller space） 133

カットオフスケール（cutoff scale） 5

壁超え現象（wall crossing phenomenon） 196

管状領域（tubular neighborhood） 123

擬アノソフ（pseudo-Anosov） 159

幾何化予想（geometrization conjecture） 126



幾何構造（geometric structure） 126

幾何的ゲージ理論（geometric gauge theory） ii

共形ブロック（conformal block） 106

行列模型（matrix model） 63

局所化（localization） 59, 62

均質空間（homogeneous space，コセット） 122

クーロンブランチ（クーロン枝，Coulomb branch）

48, 105

クーロンブランチ・スカラー（Coulomb branch

scalar） 41

クライン群（Kleinian group） 122

クラスター x変数（cluster x-variable） 193

クラスター y変数（cluster y-variable） 138, 193

クラスター代数（団代数，cluster algebra） 188

クラスター変換（cluster transformation） 138

繰り込み（renormalization） 4, 166

繰り込み群ランニング（renormalization group run-

ning） 7

クロス・レイショ（複比，cross ratio） 140

係数（coefficient） 193

ゲージ化（gauging） 21, 166

ゲージ冗長性（gauge redundancy） 10

ゲージ対称性（gauge symmetry） 5

圏（category, カテゴリー） 57

圏化（categorification） 81

古典ダイログ関数（classical dilogarithm function）

172

コボルディズム（同境写像，cobordism） 94

混合ブランチ（mixed branch） 48

コンフォーマル・ウインドウ（conformal window）

16

サ
ザイバーグ双対性（サイバーグ双対性，Seiberg du-

ality） 15

サテライト結び目（衛星結び目，satellite knot）

124

実質量（real mass） 43

写像トーラス（mapping torus） 97

写像類群（mapping class group） 19

シュトゥッケルベルク機構（Stückelberg mecha-

nism） 12

真空のモジュライ空間（vacuum moduli space）

47

シンプレクティック形式（symplectic form） 134

スーパーポテンシャル（superpotential） 42

ストークス現象（Stokes phenomenon） 129

スピン接続（spin connection） 120

正則性（holomorphy） 42

正則ブロック（holomorphic block） 118

積分サイクル（integration cycle） 114

積分ラマヌジャン恒等式（integral Ramanujan iden-

tity） 183

線形多重項（linear multiplet） 42

セントラルチャージ（中心荷電，central charge）

39, 190

双曲構造（hyperbolic structure） 131

双曲多様体（hyperbolic manifold） 121

双曲結び目（hyperbolic knot） 124

双対コクセター数（dual Coxeter number） 128

双対性（duality） 8, 12, 166

双対性群（duality group） 83

双対性のウェブ（duality web） 21

双対ドメインウォール（duality domain wall） 83

双対フォトン（dual photon） 32

双対枠（duality frame） 21

タ
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