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まえがき

本書は弦理論の非摂動的定式化としての行列模型について解説したものである．弦理論は重力を

含む統一理論の最有力候補であり，活発な研究が進められている．元々ハドロンを記述する目的で

産声を上げた弦理論は，1980年代半ばからの第 1次革命期に続き，1990年代半ばからの Dブレー

ンを軸にした第 2次革命期を経て，急速な発展を遂げたが，まだその全貌は明らかになっていない．

特に，摂動論でしか弦理論は定式化されておらず，今後は非摂動的な弦理論の定義を与えることが

ひとつの大きな課題であると考えられる．行列模型はこのような弦理論の非摂動的定式化の有力な

候補である．非臨界次元の弦理論については行列模型は成功を収め，現実的な超弦理論についても

いくつかの行列模型が非摂動的定式化として提案されている．

これらの提案や最近のゲージ重力対応の進展においては，「出現する（創発する）時空 (emergent

space-time，emergent geometry)」の概念が鍵になっていると思われる．すなわち，理論の定義に

おいては，存在しない時空が，ダイナミカルに行列やゲージ場の自由度から生成されるということ

である．そこで，本書においては，今後の弦理論の非摂動的定式化の発展のヒントになることを願っ

て，行列模型における様々な時空の出現の仕方に焦点を当てて話を進めていく．

本書を読むにあたっては，場の量子論の基礎的知識は仮定されている．弦理論の知識はあったほ

うが望ましいが，なくても読み進めることができると期待している．本書の構成を以下に簡単に述

べる．第 1章では，弦理論の非摂動効果が一般的にどういうものかを場の量子論の非摂動効果と比

較しながら見る．同時に，弦理論の非摂動的定式化の必要性を論じる．第 2章では，弦理論の雛型

である非臨界次元の弦理論とそれを非摂動的に定義する行列模型を解説する．ここで，行列模型が

弦理論の非摂動的定式化として有望であることを実感していただければと思う．ここでは，行列模

型のファインマンダイアグラムが 2次元面のランダム単体分割に対応し，そこから弦の世界面が出

現すると同時に，行列の固有値の空間から弦の標的空間が出現するという 2つの意味での時空の出

現が見られる．また，プラナー極限やループ方程式など後の章に引き継がれる概念がここで登場す

る．第 3章では，行列模型における時空の出現の最初の例と言えるラージN 還元を解説する．時

空の出現の仕方を強調したが，ラージN ゲージ理論の非摂動的定式化という側面にも触れる．第 4

章はラージ N 還元と類似した，行列模型における T双対について解説する．応用として，オービ

フォルディングによる超対称ゲージ理論の格子理論の構築にも触れる．第 5章は非可換幾何と行列

模型の関係について解説する．これは，通常のラージN 還元とは異なった時空の出現の仕方であ

る．時空の非可換性は量子重力や弦理論において本質的であると考えられるため，それが行列模型

とどのように関係するかを見るのは有意義であろう．以上の章を受ける形で第 6章では，超弦理論

の非摂動的定式化の候補として提案された行列模型を解説する．参考文献は本書を読み進める上で

助けになると考えられるものにとどめたことをご容赦願いたい．
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第 1 章

弦理論の非摂動効果

弦理論は重力を含む統一理論の最有力候補である．本章では，弦理論におい

て，その非摂動的定式化である行列模型が登場した背景について述べる．まず，

弦理論の非摂動効果がどのようなものかを見た後に，弦理論の非摂動的定式化

の必要性について述べる．

1.1 弦理論の非摂動効果

弦理論の非摂動効果を見る前に，場の量子論における非摂動効果がどのよう

なものかを思い出そう．具体的に，4次元のゲージ理論を考え，その結合定数

を gとする．摂動展開による自由エネルギー F の計算は，図 1.1のファインマ

ンダイアグラムを足し上げることに相当する．

F =
∞∑
n=0

Cng
2n. (1.1)

ここでCng2nは n+ 1ループの連結ダイアグラムの総和を表す．n+ 1ループ

の連結ダイアグラムの個数は nが大きいとき，n!で増えていくことが知られて

いる．したがって，Cn は nが大きいとき，

Cn ∼ n!C−n (1.2)

のように振舞うことが期待される．ここで，C はある定数である．これから，

摂動級数 (1.1)は収束せず，漸近級数であることがわかる．

例として，(1.2)の振舞いを φ4 理論の場合に見てみよう．次の 0次元の理論

の摂動展開を考える．

I(g) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−x2

2
− g2x4

4!

)
dx =

∞∑
n=0

Ing2n. (1.3)

ここで，Inは対称性因子も含めて分配関数への n+1ループの寄与に対応する



第 2 章

非臨界次元の弦理論と行列模型

本章では，前章で見た弦理論の非摂動効果を取り入れて，行列模型が弦理論

を非摂動的に定義しうることを理解する．例として，弦理論としては雛型であ

るが，対応する行列模型が正確に解ける非臨界次元の弦理論を扱う．

2.1 リューヴィル理論

この節では，行列模型に入る前に，非臨界次元の弦理論を記述する連続理論

であるリューヴィル理論を解説する．ここでは，簡単のためボゾニックな理論

を扱う．

2次元の閉じた向き付け可能な多様体を考え，この多様体上に計量場 gab(x)

と中心電荷がDであるスケール不変なD個のスカラーの物質場を導入する（図

2.1）．ここで，x = (x1, x2)は２次元多様体の座標であり，a, b = 1, 2である．

この多様体を弦の世界面とみなすと，この物質場は弦の世界面から標的空間へ

の写像とみなせる．そして，多様体の面積を Aに固定した分配和を以下のよう

に定義する．

Z(A) =

∫ Dg

vol(Diff)
ZM [g] δ

(∫
d2x

√
g − A

)
. (2.1)

ここで，多様体のトポロジーは固定されている．今，それはオイラー数χを与

えれば決まる．第 1章で述べたように，多様体のハンドルの数（ジーナスの数）

を hとすると，χ = 2− 2hの関係がある．ZM [g]は計量場 gab(x)を固定した

ときの物質場の分配和で，具体的には

ZM [g] =

∫
DXe−

1
8π

∫
d2x

√
ggab∂aX

i∂bX
i

(2.2)

で定義される．X i(x) (i = 1, · · ·D)はD個の物質場で，D次元の標的空間へ

の世界面の写像を表す．この時点でDは整数だが，後にD ≤ 1 の場合を特に

考える．D が整数でないときは中心電荷D の共形場を結合させることによっ



第 3 章

ラージN還元

本章では，ラージ N ゲージ理論はそれを次元還元して得られる行列模型で

記述されるというラージN還元 (large-N reduction) [24]～[28] について解説

する ∗1）．次元還元した分の時空が行列の自由度から復活し，出現することを見

る．これは行列模型における時空の出現の初めての例と言える．

3.1 行列場の理論のラージN還元

ゲージ理論を考える前に，以下のようなRd上のφ3行列場理論を考える．ゲー

ジ理論への移行は平易に行える．

S =

∫
ddxTr

(
1

2
(∂μφ(x))

2 +
m2

2
φ(x)2 +

κ

3
φ(x)3

)
. (3.1)

ここで，φ(x)はN ×N のエルミート行列の d次元スカラー場である．この理

論のラージN還元模型を得るために以下の規則を適用する．

φ(x) → eiPμx
μ

φe−iPμx
μ

,　∫
ddx →

(
2π

Λ

)d
. (3.2)

(3.2)において，φは空間に依存しない N ×N のエルミート行列で，Pμ (μ =

1, · · · , d)は以下のような d個の対角行列である．

Pμ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p
(1)
μ

p
(2)
μ

. . .

p
(N)
μ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.3)

ここで，p
(i)
μ (i = 1, · · · , N)は 1辺の長さ Λの d次元立方体の中に一様に分

*1） ラージ N 等価性 (large-N equivalence) とも言う．



第 4 章

行列模型におけるT双対

この章では「行列模型におけるT双対」あるいは「行列模型におけるコンパ

クト化」あるいは「行列模型におけるオービフォルディング」と呼ばれるもの

について解説する．高次元から次元還元して得られた低次元のゲージ理論から

元の高次元のゲージ理論を得る手続きであるが，行列から空間が出現している

と見ることができる．前章で見たラージN 還元とは異なり，得られる高次元の

ゲージ理論は有限の N も可能である．ただし，オービフォルド条件と呼ばれ

る条件を行列の配位に手で課さなければならず，ラージ N 還元の場合のよう

に「自然に」高次元の理論が得られるわけではない．超弦理論の文脈では，D

ブレーンの低エネルギー有効理論の T双対のもとでの振舞いと見ることができ

る．4.1節では，これに則して解説する．4.2節では，行列模型におけるオービ

フォルディングの重要な応用である格子上の超対称ゲージ理論の構築について

述べる．

4.1 Dブレーン有効作用とT双対

まず，超弦理論におけるT双対について復習しておこう．ここでは，IIA型お

よび IIB型超弦理論を念頭において話を進める．XM (τ, σ) (M = 0, 1, · · · , 9)

を弦の世界面の標的空間への埋め込みを表す写像とする．ここで，τ，σは世界

面のそれぞれ時間的，空間的座標である．今，q 方向（q は 1から 9のうちの

どれか）は半径 Rの S1 にコンパクト化されているとする．すなわち，

Xq(τ, σ) ∼ Xq(τ, σ) + 2πR (4.1)

であるとする．T双対とは

∂τX
q ↔ ∂σX

q, (4.2)

R ↔ R̃ =
1

2πR
　 (4.3)



第 5 章

非可換幾何と行列模型

この章では，非可換幾何と行列模型の繋がりについて考察する ∗1）．例とし

て，非可換平面と非可換球面という非可換空間を取り上げ，それらの上の場の

理論がどのようにして行列模型の中で実現されるかを見る．これは，行列模型

における時空の出現の仕方の一つと見ることができる．第 2章での非臨界次元

の弦理論を表す行列模型における出現の仕方は「行列＝座標」であったと言え，

第 6章の超弦理論の行列模型においても同様である．一方，第 3章でのラージ

N 還元と第 4章での行列模型のT双対における出現の仕方は「行列＝運動量」

であったと言える．これに対して，この章での出現の仕方は言わばこの中間で

ある，すなわち行列は座標とも思えるし，運動量とも思える，ということがわ

かるであろう．

5.1 非可換平面

この節では，最も簡単は非可換空間である非可換平面を考える．まず，2次

元から始める．偶数高次元への拡張は容易である．

2次元非可換平面では，その座標を x̂1と x̂2とすると，それらが交換しない．

[x̂1, x̂2] = iθ. (5.1)

ここで，θ は実の定数である．θ → 0が可換極限に相当する．x̂1 と x̂2 に付け

たˆは，これらが普通の数（c数）ではなく，演算子（無限次元の行列）である

ことを示している．ここで，共役の運動量を次式で定義する．

p̂1 = θ−1x̂2, p̂2 = −θ−1x̂1. (5.2)

この定義と (5.1)から，以下が満たされることがわかる．

[x̂i, p̂j ] = iδij　 (i, j = 1, 2). (5.3)

*1） 非可換幾何と弦理論の様々な関係については [52]とその中の参考文献を参照されたい．



第 6 章

超弦理論と行列模型

この章では，超弦理論の非摂動的定式化の候補として提唱された IIB行列模

型 [6]について解説する．6.1節で模型を導入する．6.2節から 6.5節で，この模

型が超弦理論の非摂動的定式化になっていることの証拠として，IIB型超重力

理論と IIB型超弦理論との対応を見る．6.6節では曲った時空の記述に対する

試みについて述べる．6.7節では，この模型のユークリッド版のダイナミクス

の研究を紹介する．6.8節で最近の研究成果を紹介する．

6.1 IIB行列模型

IIB行列模型 ∗1）の作用は以下で与えられる．

S = − 1

g2
Tr

(
1

4
[Aμ, Aν ][A

μ, Aν ] +
1

2
ψ̄Γμ[Aμ, ψ]

)
. (6.1)

ここで，Aμ (μ = 0, 1, · · · , 9)は 10個のN ×N のエルミート行列であり，μは

10次元のベクトルの足である．Γμ は 10次元のガンマ行列で，ψは 10次元の

マヨラナワイルスピノールの足を持ち，16個のN ×N のエルミート行列であ

る．ψはグラスマン奇である．Aμ がベクトル，ψが 10次元のマヨラナワイル

スピノールとして変換すれば，この模型は 10次元のローレンツ対称性を持つ．

TrはN × N 行列についてのトレースである．この模型は 10次元の U(N)超

対称ヤン・ミルズ理論を 0次元に次元還元した形をしており，時空はアプリオ

リには存在していない．後で議論するように，時空はダイナミカルに生成する．

ローレンツ対称性に加えて，この模型は次の変換のもとでの不変性を持つ．

δ(1)Aμ = iε̄1Γμψ,

δ(1)ψ =
i

2
Γμν [Aμ, Aν ]ε1, (6.2)

*1） 提唱者（石橋，川合，北澤，土屋）の頭文字をとって IKKT 模型とも呼ばれる．



付録 A

リューヴィル作用の導出

この付録ではリューヴィル作用を導出する．

まず，藤川の方法に従って，熱核 (heat kernel)を用いて導出する [107], [108]．

Mを 2次元多様体とし，M上の計量場を gab(x) (a, b = 1, 2)とする．M上

の質量なしの自由スカラー場を考える．作用は，

S =

∫
d2x

√
g
1

2
gab∂aφ∂bφ (A.1)

である．この作用はワイル変換

gab(x) → eρ(x)gab(x), (A.2)

φ(x) → φ(x) (A.3)

のもとで不変である．分配関数

Z[g] =

∫
Dφe−S (A.4)

において，経路積分の測度Dφはノルム

||δφ||2 =

∫
d2x

√
gδφ(x)δφ(x) (A.5)

より定義されている．ワイル変換 (A.3)のもとで，(A.5)は不変でないため，こ

れより定義される積分測度DX は不変でない．つまり，ワイル対称性に対する

量子異常（アノマリー）がある．(A.4)は

Z[g] ∼ (det ′Δg)
− 1

2 = exp

[
−1

2
Tr lnΔg

]

= exp

[
−1

2

∫
d2x

√
g〈x| lnΔg|x〉

]
(A.6)

と書ける．ここで，∼はコンフォーマルモードに依存した部分のみ見ていると
いう意味で，det ′はゼロモードを除いた行列式を表す．また，ラプラシアンΔg

は



付録 B

Van der Monde行列式

ここでは，(2.48)を導出する．まず，Mはエルミート行列だから，ユニタリー行

列Uを用いてM = U †ΛUのように対角化できる．ここで，Λ = diag(λ1 . . . λN )

である．M の U(N)不変な積分測度はノルム ||dM ||2 = tr(dM)2 によって定

義されていた．このノルムは以下のように書きかえられる．

||dM ||2 = tr(dM)2

= tr(dU †ΛU + U †dΛU + U †ΛdU)2

= tr(dU †ΛUdU †ΛU + U †dΛUU †dΛU + U †ΛdUU †ΛdU

+ 2dU †ΛUU †dΛU + 2U †UdU †ΛUU †ΛdU + 2U †dΛUU †ΛdU).

(B.1)

ここで dΩ = dUU † とすると，UU † = 1 の変分をとることにより得られる関

係式 dUU † +UdU †を使って，dΩ† = UdU † = −dUU † = −dΩとなる．すな

わち，dΩは反エルミートになる．これを用いると，(B.1)は

||dM ||2 = tr(dΩ†ΛdΩ†Λ + dΛ2 + ΛdΩΛdΩ

+ 2dΩ†ΛdΛ + 2dΩ†Λ2dΩ + 2dΛΛdΩ)

= tr(dΛ2 − 2dΩΛdΩ†Λ + 2Λ2dΩdΩ†) (B.2)

となる．ここで，Λは対角行列なので dΛΛ = ΛdΛ とできることを用いた．以

下では，(B.2)を成分で書きなおしていく．

||dM ||2 =
∑
i

dλ2
i + 2

∑
i,j,k,l

(−dΩijΛjkdΩ
†
klΛli + ΛijΛjkdΩkldΩ

†
li)

=
∑
i

dλ2
i + 2

∑
i,j

(−dΩijdΩ
†
jiλiλj + λ2

i dΩijdΩ
†
ji)

=
∑
i

dλ2
i +
∑
i,j

(λ2
i + λ2

i − 2λiλj)dΩijdΩ
†
ji. (B.3)



付録 C

Green-Schwarz作用の超対称性と
κ対称性

この付録では，Green-Schwarz作用の 10次元 N = 2超対称性 (6.12)と κ

対称性 (6.13)を示す．

(6.9)の Green-Schwarz作用を 2つに分けておく．

SGS = S1 + S2, (C.1)

S1 = −T

∫
d2σ

√
−1

2
Σ2, (C.2)

S2 = −T

∫
d2
(
iεab∂aX

μ(θ̄1Γμ∂bθ
1 + θ̄2Γμ∂bθ

2)

+εabθ̄1Γ μ∂aθ
1θ̄2Γμ∂bθ

2
)
. (C.3)

ここで，

Σμν = εabΠμaΠ
ν
b , (C.4)

Πμa = ∂aX
μ − iθ̄1Γμ∂aθ

1 + iθ̄2Γμ∂aθ
2 (C.5)

であった．

まず，10次元 N = 2超対称性から示す．(6.12)のもとで，明らかに Πμa は

不変，よって，S1 は不変である．S2 の変分は

δS2 = −T

∫
d2σ
(
iεab∂a(iε̄

1Γμθ1 − iε̄2Γμθ2)(θ̄1Γμ∂bθ
1 + θ̄2Γμ∂bθ

2)

+ iεab∂aX
μ(ε̄1Γμ∂bθ

1 + ε̄2Γμ∂bθ
2)

+εabε̄1Γμ∂aθ
1θ̄2Γμ∂bθ

2 + εabθ̄1Γμ∂aθ
1ε̄2Γμ∂bθ

2
)
.

(C.6)

ここで，右辺の 2行目は全微分項なので消える．結局，

δS2 = −T

∫
d2σ
(−εabε̄1Γμ∂aθ

1θ̄1Γμ∂bθ
1 + εabε̄2Γμ∂aθ

2θ̄2Γμ∂bθ
2
)

(C.7)



付録 D

南部・後藤弦とSchild弦の対応

この付録では，第 6章で見た南部・後藤弦と Schild弦の対応をさらに詳しく

見てみよう [69]．簡単のために，フェルミオンは落として考えるが，フェルミオ

ンを入れても議論は同様に進む．

世界面の座標を σa (a = 1, 2)とし，

σ̃μν =
1√
g
εab∂aX

μ∂bX
ν . (D.1)

ここで，
√

gは世界面上のスカラー密度で，σ̃μν は第 6章の σμν と異なり，世界

面上の一般座標変換のもとで共変になっていることに注意したい．
√

gとして，

具体的には世界面上の計量場 gab を用いて，
√

g =
√
det(gab) とすればよい．

σ̃μν を使って，南部・後藤作用は

SNG = −T

∫
d2σ

√
g

√
−1

2
σ̃2 (D.2)

と表される．
√

g はこの中ではキャンセルしており，第 6章で考えた南部・後

藤作用のボゾニック部分に確かに等しい．

一方，Schild作用

SS =

∫
d2σ

√
g
1

2
σ̃2 (D.3)

を定義する．この作用は第 6章の Schild型作用に比べて，
√

gに比例する項が

なく，
√

gは変数ではなく固定されていると考える．ここでは，第 6章の
√

gの

方程式が自動的にXμの方程式を使うと満たされることを見る．これは，(D.3)

の運動方程式が (D.2)の運動方程式に等価であることを意味する．実際，(D.2)

の運動方程式は

∂a

( √
g√−σ̃2

∂σ̃2

∂∂aXμ

)
= 0 (D.4)

であり，(D.3)の運動方程式は



付録 E

1ループ有効作用の計算

この付録では，IIB行列模型における 1ループ有効作用を求める．

場の量子論における背景場の方法の場合と同じように，行列Aμ と ψを背景

と量子ゆらぎに分ける．

Aμ = pμ + ãμ, (E.1)

ψ = χ + ϕ̃. (E.2)

ここで，pμ と χが背景で，ãμ と ϕ̃が量子ゆらぎである．作用 (6.1)を量子ゆ

らぎの 2次まで展開する．

S2 = − 1

g2
Tr

(
1

4
[pμ, pν ]

2 +
1

2
χ̄Γμ[pμ, χ]

− ãν

(
[pμ, [pμ, pν ]] +

1

2
[χ̄Γν , χ]

)
+ χ̄Γμ[pμ, ϕ̃]

+
1

2
[pμ, ãν ]

2 − 1

2
[pμ, ãμ]

2 + [pμ, pν ][ãμ, ãν ]

+
1

2
¯̃ϕΓμ[pμ, ϕ̃] + χ̄Γμ[ãμ, ϕ̃]

)
. (E.3)

(E.3)の右辺の 2行目は量子ゆらぎの1次の項で，運動方程式より消えるか，ま

たは背景場の方法では落とす．ゲージ対称性

δAμ = i[Aμ, α],

δψ = i[ψ, α] (E.4)

を固定するために，次のゲージ固定項と Fadeev-Popovゴースト項を加える．

Sg.f. = − 1

g2
Tr

(
1

2
[pμ, ãμ]

2 + [pμ, b][pμ, c]

)
. (E.5)

ここで，cはゴーストであり，bは反ゴーストである．

以下では，χ = 0とおく．量子ゆらぎの 1次の項を落として，



付録 F

ユークリッド型模型の有限性

この付録では，ユークリッド模型の有限性を示す [84], [85]．

以下の議論においては，(6.1)で 4g2 = 1と一般性を失わずにおける．まず，

フェルミオンを落としたボゾニック模型を考える．分配関数は

Zd,G =

∫ d∏
λ=1

dAλ exp
(
Tr([Aμ, Aν ]

2
)

(F.1)

と書ける．ここで，Aμ はコンパクトリー群 Gのリー代数 G に属している．後
で，G = SU(N)とするが，初めは一般のGで議論する．

(F.1)の積分において，Aμ の大きさが大きく互いに可換な配位が発散を生じ

うるので，Aμ の大きさを分離して考える．

Aμ = Rxμ, (F.2)

Tr(xμxμ) = 1　 (F.3)

のように Aμ の大きさを Rとする．このもとで，(F.1)は

Zd,G =

∫ ∞

0

dRRdg−1Xd,G(R) (F.4)

となる．gは G の次元であり，Xd,G(R)は

Xd,G(R) =

∫ d∏
ν=1

dxνδ(1 − Tr(xμxμ)) exp
(−R4SG

)
(F.5)

で定義され，

SG = −Tr([xμ, xν ][xμ, xν ])

=
∑
i,j

|[xμ, xν ]ij |2 (F.6)

である．SG は半正定値であり，
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